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Continuité d’une fonction

Exercice 1
On considére la fonction

6x+8 six < -1
fixmq{ =3x+7 si—-1<x<2
x—1 six>2

f est-elle continue en —1?eten 27

Exercice 2
On consideére la fonction

; {%x—3 six < —2
X P

x+1 sinon
définie sur R.

1) Montrer que la fonction f n’est pas continue en
2.

2) Tracer la courbe représentative de la fonction f
dans un repére orthonormé.

Exercice 3

Soit a et b deux réels. On considére la fonction f :
ax? +bx+1 six<1

X . .
xX24+ax+b six>1

Montrer que la fonction f est continue sur R.

Exercice 4
On considére la fonction f définie par f(0) = O et,

. 1
pour tout réel non nul x, f(x) = exp (_;>
Montrer que f est continue sur R.

Suites et fonction continue

Exercice 5

) . . 4n% +1 } 1
Déterminer lim ————— et lim exp (—)
n—+0o0 n2+3n+2 n—+o0o0 n

en énongant bien les propriétés utilisées.

Exercice 6
On considére la fonction f définie par f(0) = 1 et

1
pour tout réel non nul x, f(x) = sin (;)

Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = Py
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1) Que vaut f(u,) pour tout entier naturel n?

2) Comparer lim f(u,)etf( lim u,).Lafonction
n—+co n—+oo
f est-elle continue en 0?

Exercice 7
On considére la suite (u,) par uy, = 1 et, pour tout

+3

entier naturel n, u =—
»nt u, +1

1) Montrer par récurrence que pour tout entier natu-
rel n, 1 < u, < 2 etque la suite (u,,) est croissante.

2) En déduire que la suite (u,) converge et détermi-
ner la limite de la suite (u,,).

Exercice 8
On considere la suite (u,,) définie par uy = 0 et pour
tout entier naturel n, u,; =4/6 + u,

1) Supposons que (u,) converge : quelle peut-étre sa
limite?

2) Montrer que pour tout entier naturel n,0 < u,, < 3
et que la suite (u,,) est croissante.

3) Que peut-on en déduire sur la convergence de la
suite (u,)?

Théoreme

des valeurs intermédiaires

Exercice 9
1
Pour tout réel x > 0, on pose f(x) = ex;.

1) Donner une valeur approchée a 10! pres de f(1)
et f(2).

2) En déduire que ’6quation f(x) = 2 possede au
moins une solution sur 'intervalle [1;2].

Exercice 10 : Bac 2021 — Amérique du Nord

Un biologiste s’intéresse a I'évolution de la population
d’une espece animale sur une ile du Pacifique.

Au début de 'année 2020, cette population comptait
600 individus. On considére que l'espece sera mena-
cée d’extinction sur cette ile si sa population devient
inférieure ou égale a 20 individus.

Le biologiste modélise le nombre d’individus par la
suite (u,) définie par par u, = 0,6 Pour tout entier
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naturel n, u,, ., = 0, 75u,(1 — 0.15u,,.
ou pour tout entier naturel n, u,, désigne le nombre
d’individus, en milliers, au début de 'année 2020 + n.

1) Estimer, selon ce modéle, le nombre d’individus
présents sur I'ile au début de 'année 2021 puis au
début de 'année 2022.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0;1] par

f(x) =0,75x(1 — 0.15x)

2) Montrer que la fonction f est croissante sur [0; 1]
et dresser son tableau de variations.

3) Résoudre dans l'intervalle [0, 1]
I’équation f(x) = x.

4) Montrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln,0 < u,y <u, <L

5) En déduire que la suite (u,) est convergente et
déterminer la limite de la suite (u,,).

6) Justifier que, selon ce modéle, le biologiste a raison
de penser que 'espéce sera menacée d’extinction.

7) Le biologiste a programmé en langage Python la
fonction menace(), donner la valeur renvoyée et
interpréter.

Exercice 11
On considere la fonction f : x — e* + x, définie sur
R.

1) Justifier que f est continue et dérivable sur R et
déterminer f'(x) pour tout réel x.

2) Quel est le sens de variation de f sur I'intervalle
[-1;0]?

3) Que vaut f(0)? Quel est le signe de f(—1)?

4) En déduire que I’¢quation e* + x = 0 admet exac-
tement une solution sur [—1;1].

Exercice 12
On consideére la fonction f : x = 2x3+9x? —60x + 3,
définie sur R.

1) Etudier les variations de la fonction f.

2) En déduire la nombre de solutions de ’équation
f(x) =0surR.

Exercice 13

Pour tout réel x, on pose f(x) = x> — 2x — 4.

1) Calculer f(1) et f(2).

2) En déduire que I’équation x> — 2x — 4 = 0 posséde
au moins une solution sur [1;2].

3) Ecrire les 3 premiéres étapes de l’'algorithme de di-
chotomie et donner un intervalle de longueur % qui
contient une solution de I'¢quation x> —2x—4 = 0.
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4) Donner une solution de cette équation au centiéme
pres.

Exercice 14
Soit f et g les fonction définies pour tout réel x par

fo)=0-x)e*+1etgln) =

1) Construire le tableau de variations de f en y in-
cluant les limites.

2) En déduire que I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution sur R et en donner une valeur a
1072 prés. On note « ce réel.

fx)
(1 +ex)?
4) Construire le tableau de variations de g.

3) Montrer que pour tout réel x, g'(x) =

Exercice 15

Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que, pour
tout réel x € [0;1], on a f(x) € [0;1]. Montrer que
I’équation f(x) = x admet au moins une solution sur
[0;1].

Syntheése

Exercice 16 : Bac 2023 — Centres étrangers

Un biologiste a modélisé I'évolution d’une population
de bactéries (en milliers d’entités) par la fonction f
définie sur [0; +oo[ par f(t) = €3 — e~0SH++2 o ¢
désigne le temps en heures depuis le début de l'expé-
rience.

A partir de cette modélisation, il propose les trois af-
firmations ci-dessous. Pour chacune d’elles, indiquer,
en justifiant, si elle est vraie ou fausse.

« Affirmation 1 : « La population augmente en per-
manence ».

« Affirmation 2 : « A trés long terme, la population
dépassera 21 000 bactéries ».

« Affirmation 3 : « La population de bactéries aura
un effectif de 10 000 a deux reprises au cours du
temps ».

Exercice 17 : Bac 2023 - Polynésie
Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment

Partie A

On considere la fonction f définie sur R par
1\ _
fx)= <x+ E)e *+ x.

1) Déterminer les limites de f en —oo et en +oo.

2) On admet que f est deux fois dérivable sur R.
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a) Démontrer que, pour tout x € R,

)= (x - %)e‘x.
b) En déduire les variations et le minimum de la
fonction f’ sur R.
c¢) Justifier que pour tout x € R, f'(x) > 0.
d) Endéduire que I’¢quation f(x) = 0 admet une
unique solution sur R.

e) Donner une valeur arrondie a 1073 de cette
solution.
Partie B

On consideére une fonction h, définie et dérivable sur
R, ayant une expression de la forme

h(x) = (ax + b)e™ + x, ou a et b sont deux réels.

Dans un repere orthonormé ci-aprés figurent :
« la courbe représentative C; de la fonction h;

« les points A et B de coordonnées respectives
(=2; =2,5)et(2; 3,5).

1) Conjecturer, avec la précision permise par le gra-
phique, les abscisses des éventuels points d’in-
flexion de la courbe représentative de la fonction
h.

2) Sachant que la fonction h admet sur R une dérivée
seconde d’expression

h"(x) = —%e‘x + xe™*.

valider ou non la conjecture précédente.
3) Déterminer une équation de la droite (AB).

4) Sachant que la droite (AB) est tangente a la courbe
représentative de la fonction h au point d’abscisse
0, en déduire les valeurs de a et b.

Continuité et TVI

Terminale spé
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Exercice 18 : Bac 2024 - Centres étrangers
On considére la fonction f définie sur I'intervalle
X

] — o0 1[ par f(x) = —
On admet que la fonction f est dérivable sur l'inter-

valle ] — o0 1] .

Correction

On appelle € sa courbe représentative dans un repere.

1) a) Déterminer la limite de la fonction f en 1.

b) En déduire une interprétation graphique.
2) Déterminer la limite de la fonction f en —co.

3) a) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle

]—o0;1[,0na f'(x)= —((J;—_Zl))ezx.

b) Dresser, en justifiant, le tableau de variations
de la fonction f sur I'intervalle | — oo ; 1[.
4) On admet que pour tout réel x de l'intervalle
I]—c0; 1[,0ona
2 x
x“—4x+5)e
f//(x) — ( )
(x—1)
a) Etudier la convexité de la fonction f sur I'in-
tervalle | — oo ; 1].
b) Déterminer I'’équation réduite de la tangente
T ala courbe € au point d’abscisse 0.
c) En déduire que, pour tout réel x de I'intervalle
]—c0;1[,ona:
e* > (—2x—-1)(x—-1).

5) a) Justifier que ’équation f(x) = —2 admet une
unique solution « sur l'intervalle | — oo ; 1J.

b) A l'aide de la calculatrice, déterminer un en-
cadrement de a d’amplitude 1072

Continuité et TVI 4


https://www.dropbox.com/scl/fi/hum5ip0amplrvaeplopnn/PDT_continuite2024_corr_bon.pdf?rlkey=mjgfd024y8nrombx4dfw9hvpt&dl=0

Lycée Bellevue Terminale spé

(Correction)

Corrigé de I'exercice/l]

Continuité en —1? : D’une part, f(—1) = 6 X (—1) + 8 = 2. D’autre part, x_}%r_nlﬁ fx)=-3x(1)+7=10
Ainsi, f n'est pas continue en —1.

Continuité en 2? : D’une part, f(2) = 2 — 1 = 1. D’autre part, xlggl_ = —-3x2+7=1.Enfin, xll)nz1+ =2-1=1
La fonction f est continue en 2.

Corrigé de I'exercice[2]

1
f(=2)= 3 X(=2)—3=-4.0r, lim = -2+1=-1.Lafonction f n’est pas continue en —2.

x—(=2)*

Corrigé de I'exercice[3]
f est continue sur | — oo0; 1] et sur |1; +oo[. Il reste & déterminer si elle est continue en 1.

« f)=12+ax1+b=1+a+b

. 1ir{1f(x)=a><12+b><1+1:a+b+1
X—=1"

e lim f(x)=14+a+b

x—1t

Ainsi, f est continue en 1. Finalement, f est continue sur R.

Corrigé de I'exercice[d]

. . 1 . L. o . .
On sait que lim (——2) = —00.0r, lim e* =0. Ainsi, lim f(x) = 0. De la méme maniére, lim f(x) =0 = f(0). f est
. x—0t X X—-—00 x—0+ x—0~
donc continue en 0.
Corrigé de I'exercice[5]
Pour tout entier naturel non nul n,
4 442
4n? +1 _n2>< to t
n2+3n+2 n2 1+3+i_1+3+i'
n n2 n n2
Or, lim = 4. De plus, la fonction x — ﬁ est continue en 4.
n—>+oo 1 +
Ainsi, lim =V4=2
n—->+oo

. 1 . . .
Onsaitque lim — = 0. De plus, la fonction exponentielle est continue en 0.

n—>+ooln
Ainsi, lim exp(—) =e0=1.
n—-+oo n
Corrigé de l'exercice|]
. . 1 .
Pour tout entier naturel n, f(u, = sin -/ | = sin(2n7m) = 0.
2n7

Ainsi, lim f(u,)=0.0r, lim u, =0et f(0) = 1. Ainsi, lim f(u,) # f( lim wu,): f n’est pas continue en 0.
n—+oo n—+oo n—+o0o n—>+oo

Continuité et TVI 5




Lycée Bellevue Terminale spé

Corrigé de I'exercice/[7]

Pour tout entier naturel », on note P(n) la proposition 1 < u,, < U4 <2
3 , .

e Uy =1,u; = 3 eton abien 1 < uy < uy < 2, P(0) est donc vraie.

+ Soit n € N pour lequel P(n) est vraie. Ainsi, 1 < u, < u,;; <2.Dou2<u, +1<u,;;+1<3.
1 1 S 1
= 37

. 1, . 1 . i .
La fonction x — p étant décroissante sur R, on a alors, = > puis, en multipliant par —3 qui est

27 U, +1 7 upq +1
3 3

- - -1
Up+1 7 U +1

. —3
négatif, > <

. 3 - . 3
Finalement, on a 5 < Upyq < Upgp < 2. En particulier, puisque 5 >l,onal Uy SUpp S 2.

P(n + 1) est donc vraie.
« Ainsi, P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

La suite (u,,) étant croissante et majorée par 2, elle est donc convergente.

. 3 . . . -
La fonction f : x — ~T1 + 3 est continue sur | — 1; +oo[ et, pour tout entier naturel n, on a bien u,, €] — 1; +oco|[. Ainsi,

+1
3
la limite I de la suite (u,,) vérifie f(I) = [, c’est-a-dire [ = 1 +3.
12-1
Ainsi, on trouve % = 0 etdonc ! = 0 ou !l = 2. Puisque pour tout entier naturel n, u,, > 1, le cas l = 0 est impossible.

Onadoncl = 2.
Corrigé de I'exercice|8]

Si (u,,) converge vers un réel [, puisque la fonction x — /6 + x est continue sur [—6; +oo[, ce réel [ vérifie | = v/ 6 + L. Ainsi,
I2 = 6 + lou encore [2 — | — 6 = 0. On trouve alors deux solutions qui sont [ = —2 et [ = 3.

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition 0 < u,, < U, < 3.
e U =46+0= \/g On abien 0 < uy < y; < 3. 2P(0) est vraie.

« Soit n un entier naturel tel que P(n) soit vraie. Ainsi, 0 < u, < U, < 3.
Alors, 6 < 64+u, < 6+u,,; < 9.Parailleurs, la fonction Racine carrée étant croissante sur R, onax/g SUpyq SUpys <3
Or, puisque \/E > 0,onabien 0 < U,y < Uy < 3. P(n+ 1) est donc vraie.

» P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

La suite (u,,) est croissante et majorée, elle est donc convergente. De plus, elle n’a que deux limites possibles qui sont —2 et 3.
—2 est impossible puisque pour tout entier naturel n, u,, > 0. Ainsi, lim u, = 3.

Corrigé de l'exercice[9) e

Ona f(1) » 1.7 et f(2) = 6.9.

De plus, f est continue sur [1;2]. Comme 2 € [f(1), f(2)], le théoréme des valeurs intermédiaires garantit qu’il existe au
moins une solution de I’équation f(x) = 2 dans l'intervalle [1; 2].

Corrigé de I'exercice[10]

1) Onawy; =0.75 % 0.6 X (1 —0.75 X 0.6) = 0.4095 et u, = 0.75 X 0.4095 X (1 — 0.75 X 0.4095) ~ 0.2882. Ainsi, il y aura
environ 410 individus en 2021 et 288 en 2022.

2) La fonction f est dérivable sur [0;1] et pour tout réel x € [0;1], f'(x) = 0.75(1 — 0.15x). Le calcul montre que f est
strictement croissante sur [0;1].

b 0 1
J'(x) +
f 0o —— 0.6375‘

3) On résout f(x) = x en résolvant 0.75x(1 — 0.15x) = x. En factorisant, on trouve que 1'unique solution dans [0; 1] est
x =0.

4) Pour tout n, on a 0 < u, < 1. Par récurrence, on montre que la suite (u,,) est décroissante et converge vers 0.

5) Le calcul de la fonction menace() renvoie 11. Ce résultat signifie que I'espéce sera menacée d’extinction au bout de 11
années, soit en 2031.

Continuité et TVI 6
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Corrigé de I'exercice[11]

La fonction f est continue et dérivable sur R comme somme de fonctions exponentielles et polynomiales. Pour tout x, on a
f'(x) = e¥+1, qui est toujours positive, donc f est strictement croissante sur R. En particulier, elle est strictement croissante
sur [—1;0].

On calcule f(0) = 1 et f(—=1) = e”! — 1 < 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet
exactement une solution sur [—1;0].

Corrigé de I'exercice[12]

La fonction f est dérivable sur R. Pour tout réel x, on a f’(x) = 6x2 + 18x — 60 = 6(x? + 3x — 10). En résolvant I’équation

f'(x) = 0, on obtient x = 2 et x = —5. On peut maintenant dresser le tableau de variations suivant :
X -0 -5 2 +oo
f(x) + 0 - 0 +
278 +o0
—0 —65

La fonction est donc strictement croissante sur | — oo; —5] et [2; +oo[, et décroissante sur [—5; 2].

Pour déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = 0, on applique le théoréme des valeurs intermédiaires. Sur
] — o0; —5], f est strictement croissante et change de signe : il existe une solution dans cet intervalle. De méme, sur | — 5; 2]
et [2; +o0], la fonction change de signe, donc I’équation admet une solution dans chacun de ces intervalles. Au total, il y a
trois solutions.

Corrigé de l'exercice[13)|

1) Onaf(1)=1P—2x1—4=-5etf(2)=2"—2Xx2—-4=24—4—4=16.

2) La fonction f est continue sur [1, 2], et comme f(1) < 0 et f(2) > 0, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe au moins une solution ¢ € [1; 2] telle que f(c) = 0.

3) La méthode de dichotomie consiste a diviser I'intervalle en deux, et a tester la valeur au milieu de l'intervalle. Les
premieres étapes sont :

« Calculer f(1.5) ~ —0.59, donc la solution est dans [1.5; 2].
« Calculer f(1.75) ~ 6.66, donc la solution est dans [1.5;1.75].
« Calculer f(1.625) ~ 2.72, donc la solution est dans [1.5;1.625].

L’intervalle de longueur é contenant la solution est donc [1.5;1.625].

4) En poursuivant l'algorithme, on trouve une solution approchée a 1.52.

Corrigé de I'exercice[14]

1) Ona lim (1—x)=—ocoet lim e* = +4o0. Par produit, lim (1 —x)e¥ = —oco etdonc lim f(x) = —oco.
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00
Par ailleurs, pour tout réel x, f(x) = e* — xe* + 1. Or, lim e* = 0 et, par croissances comparées, lim xe* = 0. Ainsi,
X—>—00 X—>—00
lim =1
X—>—00
f est par ailleurs dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = (—=1) X e* + (1 — x)e* = —xe*, qui est donc du signe de —x.
X —00 0 +00
f') + 0 -
2
1 —00

2) Pour tout réel x < 0, f'(x) > 1 et en particulier, f'(x) > 0. Par ailleurs, f est continue sur [0; +oo[ et 0 €] — o0; 2]. Ainsi,
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel a > 0 tel que f(a) = 0. De plus, la fonction f étant
strictement décroissante sur [0; +oo[, un tel réel est unique. En utilisant la calculatrice, on trouve x ~ 1.28

Continuité et TVI 7
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IxX(e*+1)—xxe* (A-xe+1  f(x)
(ex +1)2 To(e¥+1)2 T (14ex)
4) Puisque pour tout réel x, (1 + €¥)? > 0, g’(x) est du signe de f.

3) Pour tout réel x, g'(x) =

g'(x) + 0 -

Corrigé de l'exercice

Pour tout réel x, on pose g(x) = f(x) — x. g est continue sur [0; 1]. De plus, g(0) = f(0) —0 > 0etg(l) = f1)—-1<0
puisque f(1) € [0;1]. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel ¢ € [0;1] tel que g(c) = 0, c’est-a-dire
f(c) —c =0ouencore f(c) =c.

Corrigé de l'exercice

« Faux: En étudiant la dérivée de f, on constate que la population n’augmente pas en permanence. Il existe une valeur de ¢
a partir de laquelle la population décroit.

« Faux: A long terme, lim,_, , o, f(t) = ¢ ~ 20000. La population ne dépassera donc pas 21 000 bactéries.

« Vrai : En résolvant I’équation f(¢) = 10, on trouve deux solutions, indiquant que la population atteindra 10 000 bactéries a
deux reprises.

Corrigé de l'exercice[17|

Partie A

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (x + %) e+ x.
1) On détermine les limites de f en —co et en +oo.

o Limite en —oo

1
lim (x + —) = —00 ) 1
x——00 2 lim (x + —)e‘x =—00
lim e™ = 400 X=—oo 2

X—>—00

donc lim f(x)=—o0
X—>—00

lim x=-o

X—>—00

o Limite en +00

1 . .
f(x)=xe™*+ Ee‘x + x.Onsaitque lim e ™ =0etque

X—+00

X
. e . X . _
lim — =+odonc lim — =0donc lim xe™ =0.
X—=400 X x—+oc0 €* X—+00

lim xe™* =0
X—>+00

lim ze™*=0 ; donc lim f(x)=+4o0
X—>+00 X—+00

lim x =+
X—>+00
2) On admet que f est deux fois dérivable sur R.
a) Pour tout x de R, f(x) = (x + %) e * + x donc
1 1
flx)=1xe™*+ (x + 5) X(—e™*+1= (—x + §>e‘x + 1, et donc

f"(x)=-1xe™*+ (—x + %) X (—=1)e™* = (x — %)e‘x.

b) Le signe de f” donne les variations de f’.

3
Pour tout x, e™* > 0 donc f"(x) est du signe de <x — 5)'

3
e Six< > f"(x) < 0donc f’ est décroissante;

3
e Six> > f"(x) > 0 donc f’ est croissante;

Continuité et TVI 8
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l\)lw

o Six ==, f"(x) = 0donc f’ admet un minimum égal &

r3)= (—-+1)e—5+1=1_e—§.

¢) La fonction f’ admet pour minimum

3 _3
f’(5> =1-—e 2 ~0,78 > 0;donc pour tout x € R, f'(x) > 0.

d) . Lafonction f est dérivable sur R donc continue sur R.

« Pour tout réel x, f'(x) > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur R.

. 1im f(x):—
. XLIm fx) =

Donc, d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = 0 admet une solution unique
dans R.
e) On appelle a la solution de ’équation f(x) = 0.
f(—0,286) ~ —0,001 < 0
f(=0,285) ~ 0,0009 > 0

Donc —0, 285 est une valeur approchée 4 1073 de la solution de I'équation f(x) =

} donc € [—0,286 ; —0, 285]

Partie B

On considere une fonction h, définie et dérivable sur R, ayant une expression de la forme

h(x) = (ax + b)e™ + x, ot a et b sont deux réels.
Dans un repere orthonormé ci-apres figurent :

« la courbe représentative C), de la fonction h;

« les points A et B de coordonnées respectives (—2; —2,5) et (2; 3,5).

1) Avec la précision permise par le graphique, on peut conjecturer que la courbe représentative de la fonction h admet un
unique point d’inflexion d’abscisse 1, 5.

3
2) On admet que h"(x) = —ze‘x + xe™*.

3 3
h(x)=0 < —Ee‘x+xe‘x=0 = (x—§>e‘x=0 — x—-=-=0 < x=1,5

La conjecture est donc vérifiée.

3) Déterminer une équation de la droite (AB) c’est chercher 'ensemble des points de coordonnées (x ; y) tels que : i: : i A —

VB — YA
Xp— Xa~
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y_

- 2,5 3,5+ 2,5 2,5 6
YA _ YB— VA — y+ _ + y+ _

X —

6
= = = =- 2,5=- 2
Xn | Xp—Xr X+2 2+2 X+2 4 y+ 142

3
= y=§x+3—2,5 = y=1,5x+0,5

La droite (AB) a pour équation:y = 1,5x + 0, 5.

4) La droite (AB) est tangente a la courbe représentative de la fonction 4 au point d’abscisse 0, donc h'(0) = 1, 5.

Wx)=axe*+(ax+b)x(-1)e™*+1=(—ax+a—be*+1

HO0)=1,5 < (a—be’+1=1,5 < a-b=0,5

La droite (AB) coupe I'axe des ordonnées au point d’ordonnée 0, 5 donc h(0) = 0, 5.
h(0)=0,5 < (0+b)e°+0=0,5 < b=0,5

Comme a —b =0, 5, on en déduit que a = 1.

Donc h(x) = (x + 0,5)e™ + x = f(x).

Corrigé de l'exercice[18|

1) a) La fonction exponentielle est continue sur R donc : 1irri e¥=el=e>0.
X—
Par limite de la somme, on a : lin} x —1 = 0, et comme on travaille sur | — o0 ; 1[, on a x — 1 < 0. (on peut noter
X—
limx—1=07).
x—1
Par limite du quotient, on a : lin% f(x) = —c0.
X—
b) On en déduit que la courbe € admet une asymptote verticale, d’¢quation x = 1.
2) Ona: lim e* =0;
X—=>—00
Par limite de la somme,ona: Ilim x—1= —oo,

X—>—00

Par limite du quotient, on en déduit: lim f(x) = 0.

X—>—00

On en déduit que € admet également une asymptote, d€¢quation y = 0, au voisinage de —co.

3) a)

b)

4) a)

f est dérivable sur | — oo ; 1[, en tant que quotient de fonctions définies et dérivables sur cet intervalle, avec la fonction
au dénominateur ne s’annulant pas sur 'intervalle.
e X(x—1)—e*x1
(x = 1)
efx(x—-1-1)
(x—1)2
_ (x—2)e*
- (x—-1)2
La fonction exponentielle est & valeurs strictement positives sur R, et pour tout x dans | — oo ; 1[, (x — 1)? est
strictement positif, donc le signe de f'(x) est le méme que le signe de (x — 2).

Vx €] —oo; 1, f'(x)=

X—220 < x> 2,doncsur|— oo; 1[, (x — 2) est strictement négatif, donc f'(x) également.
Finalement, on peut donc en déduire que f est strictement décroissante sur | — oo ; 1[, et donc, on a le tableau de
variations suivant (avec les limites justifiées aux questions 1. a. et 2.) :

X —00 1

signe de f'(x) -

variations de f \

Pour étudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle | — oo ; 1[, on va étudier le signe de f”(x).

Comme, pour tout x dans | — oo ; 1[,ona (x — 1) < 0 et donc (x — 1)* < 0 et e¥ > 0, on en déduit que le signe de
f"(x) est l'opposé du signe du trindme : x? — 4x + 5.

Or, ce trindme a un discriminant A = (—4)2 —4 X1 X 5= —4 qui est strictement négatif, donc n’admet pas de racine,
et donne des images strictement positives (car le coefficient dominant est positif) pour tout réel x.

Rem. On peut écrire :

X2 —4x+5=(x—-2%—-4+5=(x—2)2+1>1>0:le trindme est positif quel que soit x € R.
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Finalement, la dérivée seconde f” est a valeurs strictement négatives sur |—oco ; 1[, on en déduit que la fonction f est
concave sur | — oo ; 1.

b) Pour déterminer I’équation de T, il nous faut connaitre f'(0) et f(0) :

po _ (0—=2)% -2
'f(o)—m—T——Z,
0
) f(o)zoe—lz—%:_l'

La formule classique donne une équation pour T':
y=f0)x-0+f0) < y=-2x-1
L’équation réduite de Testdonc:y = —2x — 1.
c¢) Puisque f est concave sur l'intervalle | — oo ; 1[, la courbe € est donc située sous ses tangentes, notamment sous la
tangente T, sur cet intervalle.

Pour tout réel x dans cet intervalle, 'ordonnée d’un point sur la courbe € (c’est-a-dire f(x)) est donc inférieure ou
égale a l'ordonnée du point ayant la méme abscisse sur la tangente T (or, sur la tangente T, I'ordonnée du point
d’abscisse x est —2x — 1, d’aprés la question précédente).

On en déduit donc :

XEl—0; 1] = f(x)<-2x-1
eX
x—1
= e* > (x—1)(-2x-1)

— <-2x-1
carsur|—oo; 1, x—1<0

= e > (-2x-1)(x-1)

On arrive donc a 'inégalité demandée.
5) a) Lafonction f est:
« continue sur | — oo ; 1[ (car dérivable sur cet intervalle);
« strictement décroissante sur | — oo ; 1[ (d’aprés la question 3. b.);
« telle que —2 est une valeur intermédiaire entre 1_1231 f=0et li{n f=—00;
D’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones, 'équation
f(x) = —2 admet une unique solution « sur I'intervalle | — o ; 1[.
b) Comme on a repéré a la question 4. b. que f(0) = —1, on sait que la solution sera a chercher dans I'intervalle 10 ; 1].
A T'aide de la calculatrice, par balayage, on a :
. £(0,31) &~ —1,98 > —2;
« £(0,32) ~ —2,03 < —2;

Un encadrement de o d’amplitude 102 est 0,31 < @ < 0, 32.

Continuité et TVI 11



	Continuité d'une fonction

