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Continuité et TVI

Merci a Jason Lapeyronnie et Pierre Cauchois pour les sources.
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Continuité d’'une fonction réelle

Définition 1 : Définition intuitive
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est continue sur I si on peut tracer la courbe représentative de f sur I « sans lever le crayon ».

Illustration 1

1=

P 4

La fonction représentée est continue sur [-1;2] ] . ) .
La fonction représentée n'est pas continue sur[-3;3] mais sur [-3;-1]

Définition 2 : Continuité
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit a € .
= On dit que f est continue en a si f admet une limite en a, par valeurs supérieures et par valeurs inférieures, et
que lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—a x—at x—a~-

= On dit que f est continue sur I si f est continue en tout réel de I.

Méthode 1 : Prouver qu'une fonction est ou non continue en une valeur.

On considere la fonction f dont la courbe représentative C est donnée ci-dessous.

~

Correction

La fonction f est-elle continue en —27
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https://www.dropbox.com/scl/fi/2zsoimgrb1qcw2hoo8dnu/metho1.pdf?rlkey=lforo4hc30g52j1adlun39msd&dl=0
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Méthode 2 : Fonction partie entiére

Soit x un réel. La partie entiére de x, notée E(x), est le plus grand entier relatif,
inférieur ou égal a x.

a) Donner les parties entiéres des nombres suivants : 1,2; 1,57; —2,3; 7; 3 et —4.

b) Tracer la courbe représentative de la fonction qui a tout réel x associe sa partie entiére
et étudier la continuité de cette fonction sur R. Correction

Méthode 3 : Prouver qu’une fonction est ou non continue en une valeur.

2X+9 six< -2

On consideére la fonction f : x> 1 x2+1 si —2<x <3 définie sur R.

dx—4 six =3
Déterminer si f est continue sur R.

Correction

Propriété 1 : Pratique!
Toute fonction construite a partir des fonctions polynémes, de la fonction racine carrée, exponentielle, logarithme,
sinus, cosinus par addition, multiplication ou composition est continue sur tout intervalle ou elle est définie.

Propriété 2 : Propriété fondamentale

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I, alors f est également continue sur I.

Remarque 1 : Attention!!

La réciproque est fausse. La fonction x — |x| est continue sur R mais n'est pas dérivable en 0.

Suites et fonction continue

Propriété 3 : Image d'une suite convergente

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et (u,,) une suite a valeurs dans I.
Si (u,,) converge vers un réel €, alors la suite (f(u,)) converge vers f(£).

Méthode 4

. 1
Pour tout entier naturel non nul n, on note u,, =4/9 + —.
n

Déterminer lim u,.
n—->+oo

Correction
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https://www.dropbox.com/scl/fi/cka7xg3r5raa30qantcy9/metho7.pdf?rlkey=w7xt1cgo6u06d2h9g2njlobz2&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/guvn10ccg0gdc0hkijh42/metho2.pdf?rlkey=12ijosxbaloxwafikri2fu5jl&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/w8wd4kixzchoysbrekfv9/metho8.pdf?rlkey=t9571v4fwip3p3n4q9pu47srr&dl=0
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Propriété 4 : Théoréme du point fixe

Soit I un intervalle, g une fonction définie et continue sur I et (u,) une suite telle
que pour tout entier naturel n, u, €I et u,, = glu,).
Si la suite (u,) est convergente, de limite [ € I, alors g(I) = L.

Démonstration

Méthode 5 : Déterminer la valeur d'une limite d'une suite avec le théoréme du point fixe

On définit la suite (u,) par uy = 2 et, pour tout entier n, U, =+/3u, +4
Montrer que, pour tout entier naturel n, 2 < u, < 4.

En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

Correction

Théoreme des valeurs intermédiaires

Propriété 5 : Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et k un réel compris entre f(a) et f(b).
Alors il existe (au moins) un réel ¢ dans [a; b] tel que f(c) = k.

lllustration 2

On représente une fonction f ci-contre.

f(a)__l__ﬁ__ﬁ___c_s ........ b..

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), k posséde au moins un antécédent par f. Dans cet exemple, il y en a
trois. Le nom de ce théoréme se justifie ainsi : une fonction continue qui passe d'une valeur f(a) a une valeur f(b)
passe forcément au moins une fois par toutes les valeurs intermédiaires.

Méthode 6 : Déterminer qu'une équation possede au moins une solution sur un intervalle.

Prouver que I'équation x3 — 3x — 1 = 0 admet au moins une solution
sur l'intervalle [—2;2].

Correction

Remarque 2

Ce théoréme ne nous donne aucune indication sur le nombre de ces solutions (en réalité, il y en a 3 sur cet intervalle).
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https://www.dropbox.com/scl/fi/91ms3c916mo1yeybs7qu5/demo1.pdf?rlkey=msjia35d9wrc5s60zfz5fxxd0&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/cbxkhkfqfdtinbau8czih/metho3.pdf?rlkey=38m1vz6bfd3whmiay32idyz4i&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/5vv5akusoq86p7ka0kbpf/metho4.pdf?rlkey=w5yzcy7ilklnkijsig6spjopq&dl=0
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Propriété 6 : Théoreme des valeurs intermédiaires avec des limites
Soit f une fonction continue sur un intervalle Ja; b| telle que xlir(rll+ f(x) et xlir})l_ f(x) existent.
Soit k un réel strictement compris entre ces deux limites.
Alors il existe (au moins) un réel ¢ dans ]a; b| tel que f(c) = k.

Méthode 7 : Déterminer qu'une équation possede au moins une solution sur R.

On considére la fonction f : x — 2x3 4+ 4x% — 5x + 2, définie sur R.

Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans R.

Correction

Propriété 7 : Corollaire du TVI

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle [a; b] .

Soit k un réel strictement compris entre f(a) et f(b) (ou les
limites en a et b de f).

Alors il existe un unique réel ¢ €]a; b[ tel que f(c) = k.

Méthode 8 : Déterminer qu'une équation possede une unique solution sur un intervalle.

1) Démontrer que I'équation x> — 3x + 1 = 0 admet une unique solution «
dans l'intervalle [0;1].

2) Donner un encadrement de a en procédant a la calculatrice, par « dichotomie » .

Correction

Méthode 9 : Déterminer le nombre de solutions d'une équation et leur valeur approchée respective.

x—1
On considére la fonction f : x

, définie sur I =]0; +oo].
Montrer que I'équation f(x) = 2 posséde exactement deux solutions sur I'intervalle ]0; +oo].

Donner des valeurs approchées a la calculatrice de ces solutions.

Correction
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https://www.dropbox.com/scl/fi/rlxly2v69ox5ympo5gt2h/metho5.pdf?rlkey=dxfjzyhdezo2gmsqi0qj67gey&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/f8lh6o7m0h1pko3qjt0ax/metho9.pdf?rlkey=zeu9sm9mzt0ihun3aqb2gcfhn&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/frsz5z9mzqvdbkoso2yfj/metho6.pdf?rlkey=4rlrm4b5t6lw3pybpwrn5rzo6&dl=0
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