Limites de suites
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Activité 1 : Représentation graphique d'une suite définie par une fonction

On a représenté sur le graphique ci-dessous, la fonction f définie sur [0; 9] par f(x) = 4/ x + 2 et la droite d’équation
y=x

En déduire la représentation graphique des premiers termes de la suite u définie pour tout entier naturel n,

U1 = \/ Uy, + 2 dans ces deux cas distincts :
1) uO =1

2) uO =5

Que peut-on en déduire sur le comportement de la suite pour
de grandes valeurs de n?

Correction

Activité 2 : Conjecturer une limite finie.

Conjecturer la limite de la suite (u,,) définie sur N par u,, = 2n + 1.
Est-il possible de trouver un rang n, tel que u,, > 1000000 ?

Correction

Activité 3 : Animation Géogébra

En faisant évoluer le paramétre A observer le paramétre p et la zone dédiée.
Essayer de déduire la définition d’'une limite infinie d’une suite.

Activité 4 : Approche de la démonstration d'une limite finie.

3—-5n
Pour tout n € N, on pose u,, =

. . . .
Tons2 Quelle semble étre la limite de la suite (u,)?


https://www.dropbox.com/scl/fi/rcqp0zb0d8ictxjdyplsz/act1_corr.pdf?rlkey=imkcokbhnj9hij0h0vgjed2kq&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/qo4l2kyj91mnoq8sk9glf/metho1.pdf?rlkey=ude5dfvx8085i91jrvkizevca&dl=0
https://www.geogebra.org/classic/h9htg6nk

Activité 5 : Animation Géogébra

En faisant évoluer le paramétre € observer le paramétre p et la zone dédiée.
Essayer de déduire la définition d’une limite infinie d’une suite.

Activité 6 : Forme indéterminée d'une somme de limites :

Soit (u,,) et (v,) les suites définies pour tout n € N par u,, = n> —netv, = n — n?
Conjecturer, a la calculatrice si besoin, la limite de chacune de ces limites?

Activité 7 : Forme indéterminée d'un produit de limites :

. 2
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = —, v, = n et w, = n?
n

Calculer lim (u,v,)et lim (u, w,)
n—->+oo n—->+oo

Définition

Exercice 1
Pour tout n € N, on note
1  sinestpremier
U, = 5 .
sinon

A-t-on lim u, =+o00?
n—->+oo

Exercice 2

On considere la suite (u,,) définie pour tout n € N par
3n+6

" n+1’
1) Donner des valeurs approchées au centieme de

U105 U100> U1000
2) Lasuite (u,,) semble-t-elle convergente?
Quelle serait sa limite ?
3
3) Montrer que pourn € N, u,, —3 = ——.

n+1
Quel est le signe de cette quantité?

4) Soit € > 0. Résoudre I'inéquation u,, — 3 < ¢, d’in-

connue n € N. Conclure

Exercice 3
Pour tout entier naturel n, on pose u, = (—1)".
La suite (u,) semble-t-elle avoir une limite?

Suites géométriques et suites monotones

Exercice 4
Calculer les limites des suites ci-dessous, définies pour
tout entier naturel n.

1) u,=-3x% (—%)n

2) v, =1+2x0,99"

3) w, =5%1,99" +12

4) z, = 8+\/§(—%)n

Correction

Exercice 5
Calculer les limites des suites ci-dessous, définies pour

tout entier naturel n.
n

n
1
1

Exercice 6
Soit n un entier naturel. Déterminer la limite de la

suite (u,,) dans chacun des cas suivants.
n n

1 1 8
Mn=22—k Un=kz_;)3—k wn=Z4—k

k=0 k=0

Exercice 7

On consideére la suite (u,,) définie pour toutn € N
par:uy =10 et U, = Zu” + 6.

1) Conjecturer le sens de variation de la suite (u,,).

2) Prouver par récurrence que u, > 8 pour tout
neN.

3) Justifier que, pour toutn € N :
3
Upyr — Uy = _Zu" + 6.

4) Conclure sur le sens de variation de la suite.

5) La suite (u,,) est-elle convergente?

Exercice 8
On considére la suite (u,) définie pour tout n € N

1
par:uyg =5 et Uy, = Eu" + 2.

1) Prouver par récurrence que, pour tout n € N :


https://www.geogebra.org/classic/CU68uNMx
https://www.dropbox.com/scl/fi/9ict7f4rlb2o3mguifcmv/act3_corr.pdf?rlkey=t39d4kaab8u2sqvc3qtsc24dh&dl=0

u, > 4.
2) Justifier que, pour toutn € N :
Uy — Uy = _Eu” + 2.
3) Conclure sur le sens de variation de la suite.

4) La suite (u,,) est-elle convergente ?

Opérations sur les limites

Exercice 9

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite,
si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel non nul n,

D) u, =n+4/n 5)un=—6nz+1+l

2)un=l—n3 "
n

3) un=el‘” +13n 6) Uy = 1+n

4) un:—+ﬁ+n

Exercice 10

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite,
si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel non nul n,

1 3
1) un=(2n+1)(—+2) 6+—
n _ n
2 5 S) un— 5
= 2= — - =1
2) un _(3+ n)(nz 2) n
3) up = 1 — n2y/n 5
eh -1+ =
4) U, = 1 6) U, = 1 L
1+ — -
n n
Exercice 11

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite,
si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel non nul n,

1)un=n2_n 4)un=—2n2— >
1 3 n+1
2w =(1-7)(2+ ) 5
34+4/n Nun= 7
3) u, = 5
z 1
1+5 6) un=(3n+1)(ﬁ—2)

Formes indéterminées

Exercice 12
En factorisant par le terme dominant, déterminer la
limite de la suite (u,) dans chacun des cas suivants.

3n*+2n-5 1-—6n*
1 = 4 =
) Un =53 ) Un = S a1
2
n“+1 1
2) U = n+3 ”Z_F
5) u, = —1
11— ) un= 2503
3) Un =733 pourn >0

Exercice 13
Déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des
cas suivants

1) u,=vVn—-3-Vn+82) u,=yn+2+y2n+5
1
3) u, =
" Vvn+l—vyn+2

Exercice 14

Pour tout entier naturel n > 1, on pose u, =
\/n2 +3n— 2—\/n2 — n — 1. Déterminer, si elle existe,
la limite en +oo de la suite (u,,).

Théoremes

Exercice 15

Soit (u,,) la suite définie pour tout n € N par
u, = n?+ sin(n).

Démontrer que (u,,) diverge vers +oo.

Exercice 16
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier n par la rela-
2 .

. n* + sin(n)

tion:u, = ———~=
" n+5

n?—1
n+5

Montrer que pour tout n > 0, on a u,, >

2 .
. . n- + sin(n
En déduire lim —()
n—+oo n+5

Exercice 17

_1\n
Calculer lim (=)
no+oo N+ 2

Exercice 18

Soit (u,,) la suite définie pour tout entier non-nul n
sin(n?)

par la relation : u,, = 5 — . Calculer lim u,

24/ n n—>+oo

Synthése

Exercice 19 : Suite auxiliaire
On consideére la suite (u,,) définie par

u0:1
9
6 —u,

Pour tout entier naturel n, u, . =

1) Calculer u, et u,

2) Montrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln,0<u, <3

3) Pour tout entier naturel n, on pose a,, =

a) Justifier que pour tout entier naturel n,
3a, -1
U, = —.
al’l

b) Montrer que pour tout entier naturel n,

1 .
Qpe1 =ay, + 3 Pour cela, on exprimera a,,
en fonction de u,,,, puis en fonction de u,,,
puis en fonction de a,,.



¢) En déduire que la suite (a,) est arithmétique.

Préciser sa raison et son premier terme.

d) Exprimer a, puis u, en fonction de n pour
tout entier naturel n.

e) Quelle est la limite de la suite (u,) lorsque n
tend vers +o00?

Exercice 20 : Nouvelle-Calédonie — Aoit 2023
On consideére la suite (u,) telle que uy = 0 et, pour
—u, —4
u, +3
Soit (v,,) la suite définie pour tout entier naturel n par
1

tout entier naturel n, u,,, =

Un

- U, +2°

1) Donner v,

2) Montrer que la suite (v,,) est arithmétique. On pré-
cisera son premier terme et sa raison.

3) En déduire une expression de v,, en fonction de n
pour tout entier naturel n

4) En déduire que pour tout entier naturel n,

u, =

n+0.5_

5) Déterminer alors lim wu,,.
n—-+oo

Exercice 21
On considére la suite (u,) définie par uy = 2 et, pour
3u, —2
2u, —1°
3x -2

2x —1°
Déterminer le sens de variations de f sur son do-

tout entier naturel n, u,, ., =

1) On considere la fonction f : x —

maine de définition.

2) Montrer par récurrence que, pour tout entier na-
turel n, u,, > 1

3) Pour tout entier naturel n, on pose v,, = —
y—

a) Montrer que pour tout entier naturel n,
Unt1 — Up =2

b) En déduire une expression de v,, puis de u,,
pour tout entier naturel n

c) Déterminer alors lim u,.
n—->+oo

Exercice 22 : Nouvelle-Calédonie — Aot 2023 - 2

On considére la suite (u,,) définie par u, = 3 et, pour
tout entier naturel n, par : u,,, = 5u,, —4n — 3.

1) a) Démontrer que u; = 12.
b) Déterminer u, en détaillant le calcul.
c¢) ATlaide de la calculatrice, conjecturer le sens
de variation ainsi que la limite de la suite (u,,).
2) a) Démontrer par récurrence que, pour tout en-
tier naturel n,ona:u, > n+ 1.

b) En déduire la limite de la suite (u,,).

3) On considére la suite (v,) définie pour tout entier
naturel n par: v, =u, —n— 1.
a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
Donner sa raison et son premier terme vy.

b) En déduire, pour tout entier naturel n, l'expres-
sion de v, en fonction de n.

¢) En déduire que pour tout entier naturel n :
u,=2x5"+n+1.

d) En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

4) On considére la fonction ci-

contre, écrite de maniere in- def suite() :
complete en langage Python u=3

et destinée a renvoyer le plus n=0

petit entier naturel n tel que while ....:

u, > 107. u=...

a) Recopier le programme et returnnn_ nH

compléter les deux ins-
tructions manquantes.

b) Quelle est la valeur ren-
voyée par cette fonction?



(Correction)

Corrigé de I'exercicell]

Cette suite tend pas vers +oo. En effet, on rappelle qu’il existe
une infinité de nombres premiers, et donc une infinité de va-
leur de n pour lesquels u,, = 1. Prenons en particulier A = 2
dans la définition de la limite infinie. On a donc que, pour
tout N, il existe un rang n > N tel que u,, < 2:il n’est pas
possible d’avoir tous les termes de la suite supérieurs a 2 a
partir d’un certain rang. La limite de la suite ne peut donc
étre +oo.

Corrigé de I'exercice2]

306
25102 Uyg = ﬁ ~ 3272, Uyg0 = m ~ 3030, U000 =
1001 = 3.003. Il semblerait que la suite (u,,) soit convergente,
de limite 3.

3n+6 3(n+1)

3 6—-3n—-3
Pourn € N,u,—3 = - = nt n =

3+1 n+1 n+1
PR Puisque cette valeur est positive, on a |u,, — 3| =
U, —3=
" n+1
. 3 n+l1 1
Soite > 0.0naluy,-3|<ee — <& >-s
n+1 3 €

3
n>--—1
€

Ainsi, pour tout ¢ > 0, dés que n > g —1l,onalu,—3|<e.
Ainsi, la suite (u,,) est convergente et lim u, = 3.
Corrigé de I'exercice 3| e

Les termes de rang pair de cette suite valent 1 alors que les
termes de rang impair valent -1. Cette suite n’admet pas de
limite.

Corrigé de l'exercice[d]

Les termes de rang pair de cette suite valent 1 alors que les
termes de rang impair valent -1. Cette suite n’admet pas de
limite.

Corrigé de I'exercice|[5|

2

lim yn = +co.

n—->+oo

a.Onsaitque lim n

n—+oo

=400,

Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, lim n? +
n—>+oo
n=+oo
. . 1 .
b.Onsaitque lim = =0et lim —n® = —oco.
L. s _n—=t+oo N n—+co
Ainsi, d’aprés les régles de la limite de la somme,

1

lim (— - n3) =—00

n—-+oco \NnN

c.Onsaitque lim e™™ =0et lim (3n) = +oo.
L. ,  h—too n—>+00 . |

Ainsi, daprés les régles de la limite de la somme,

lim (e7" +3n) = +©

n—->+oo

1 1
d. Onsaltque 11m ——0 11m —Z—Oet 11m n = 4oco.

Ainsi, dapres les regles de Ta’ limite de la somme,
lim (l+l2+n)=+oo
n—+oo \ N n
1
e.Onsaitque lim —n? = —o0, lim —=0et lim 1=1.

n—>+oo

o N
dapres les régles de Ta 11m1te de la somme,
(—6n +1+l>=—oo
n

Ainsi,

lim
n—+oo

n+1 1 n
f. Pour tout entier naturel non nul n, :; =

1
Onsaitque lim — =0et lim 1=1.
L. s n—o+oo N n—+oo L.
Ainsi, daprés les regles de la limite de la somme,
. 1+n
lim ( ): 1
n—+oo n
Corrigé de I'exercice|[6]

1
+o0. D’autre part, lim — =0

g.Dunepart, lim (2n+1) =
n—+oo n-+oo N
dou lim

(5 +2)=2
n—+4oo
Ainsi, d’apres les regles de calcul de la limite d’un produit,

lim 2n + 1)( ) = +o00.
n—>+oo
h.Ona lim 2 =0,dou lim (3 + E) = 3. D’autre part,
n—->+o0o N n5—>+oo n
lim — = 0dou lim (— — 2) = —2. Finalement, par
n—+oo n2 n—+oo n22 5
produit de limites, lim (3 + —) (—2 - 2) =3x(-2)=-
n—+o0o n n

i. Sil'on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit

a une forme indéterminée, de type ”oo — 00”. Il faut donc facto-

riser u,,. Pour tout entier n, u,, = \/_ (1-n?).0r, lim \/— =
n—>+oo

+ooet lim (1 —n?) = —oo. Ainsi,
n—+oo

lim u, = —oo.
n—->+oo

1
j-D’une part, lim e" = +o0. D’autre part, lim — = 0d’ou

1 n—>+4oo n—>+oo
lim (1 + —) =1.
n—>+o0o n
en
Finalement, lim T = +00
n—+oco 14—
n
3
k.Ona, lim — = 0dou lim (6+ —) = 6. D’autre
n—>5 o0 I’l2 n—>§—oo I’l2
part, lim — = 0dou lim <— —1> = —1. Finalement,
n-+o0o N n—-+oco \NnN
6+ —
2 6
lim - — =6
n>+o0 -1
- -1
n
s 3 EPRE . 3
1. D’'une part, lim = = 0, dou lim (1 + —) = 1.
n—+oo n—-+oo n
Par ailleurs, lim - = 0 par valeurs supérieures. Ainsi,
n—->+oo N
1+ —
lim — = *too. Il est également possible de remarquer
n—+oo
n2

3 -
que dans ce cas, pour nous n > 0, u,, = n? <1 + ﬁ) et utiliser
les regles de calcul sur un produit.

Corrigé de I'exercice/[7]

a.Onsaitque lim n? = 4o0, lim 1= +co.
n—+oo n—+oo
Ainsi, d’aprés les régles de la limite de la somme, lim n? +

n—->+oo
n=+oo

3= —c0.

1
b. On sait que lim o =0et lim —n
n—+0o
Ainsi, daprés les régles de la limite de la somme,
1
lim (= =) =-c0
n—+oo \ N
c.Onsaitque lim e™™ =0et lim (3n) =

L. s L notoo n—>+oo |
Ainsi, daprés les regles de la limite de la somme,
lim (e™" +3n) =

n—+oo




1 .
— =0et lim n=+oo.

lim 5
oo n n—>+oo

n—-+

1
d. On saitque lim = =0,
n—+oo N

Ainsi, d’apres les régles de Ta’ limite de Ia somme,
lim (l+l2+n)=+oo
n—+co \ N n

1
2 = lim = =0et lim 1=1.

e.Onsaitque lim —n
) o4 n—+o0o N, n—+oo
d’aprés les régles de la limite de la somme,

1
(—6n2+1+ 71) =—00

_w’
Ainsi,
lim
n—+oo
n+1 1 n 1

f. Pour tout entier naturel non nul n, =—+4+—-—=1+-.
n n n n

1
Onsaitque lim — =0et lim 1=1.
n—+oo N n—+oo L.
d’aprés les régles de la limite de la somme,
lim

1+n
(5) =1
n—+oo

Corrigé de I'exercice(§|

Ainsi,

1
g. D’une part, hm (2n+1) = +o0.Dautre part, lim — =0

1 n—+oo N
d'ou lim (ﬁ +2|=2.
n—+oo

Ainsi, d’apres les regles de calcul de la limite d’'un produit,

lim (2n + 1)(— ) = +o00.
n—+oo n

2 2
h.Ona lim — =0,dou lim (3 + —) = 3. D’autre part,
n—+co N n5—>+oo

lim — = = 0dou lim (—2 - 2) = —2. Finalement, par
n—-+oo N n—-+oo \ N 2 5
produit de limites, lim (3 + —) (—2 - 2) =3x(-2)=-—

n—>+oo n n

i. Sil’on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit

aune forme indéterminée, de type ”oo — 00”. Il faut donc facto-

\/n(1-n?).0r, lim Vn=
—+00

+ooet lim (1 —n?) = —oo. Ainsi,
n—+oo

riser u,. Pour tout entier n, u,, =

lim u, =
n—->+oo

—00.

j-D’une part, lim e" = +oo. D’autre part, lim — = 0d’ou

1 n—-+oo n->+oo N
lim (1 + ) 1.
n—+oo
Finalement, lim e_l =400
n—+oo 14 =
n
3
k. On a, lim = =0 dou lim <6+ —2) = 6. D’autre
n—>5 o n n—>§oo n
part, lim — = 0dou lim (— —1) = —1. Finalement,
n—-+oco N n—->+o0o \ N
6+ —
2 6
lim Ll —
n->+o 9 -1
- -1
n
B . 3 PPREY . 3
l. D’'une part, lim = = 0, dou lim (1 + —) = 1.
n—->+oo N n—+oo n
Par ailleurs, lim — = 0 par valeurs supérieures. Ainsi,
3 n—-+oo N
1+ —
lim T n - too.lest également possible de remarquer
n—+oo

n2
3 o
que dans ce cas, pour nous n > 0, u,, = n? (1 + r_z> et utiliser
les regles de calcul sur un produit.
Corrigé de I'exercice[9)

a.Onsaitque lim n? = 400, lim 4/n = +oo.
n—>+4+oo n—>+4+oo

Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, lim n? +

n—>+oo
n=+oo

1
b.Onsaitque lim = =0et lim —n’ = —co.
n—+oo N

n—+40o0o
Ainsi, d’aprés les régles de la limite de la somme,

lim <l - n3) = —00
n—+oo \ N
c.Onsaitque lim e™™ =0et lim (3n) =

L. s  notoo n—>+4oo |

Ainsi, daprés les regles de la limite de la somme,

lim (e7" +3n) = +o©

n—+oo 1 1

d. Onsaitque lim — =0, lim — =0et lim n=+oo.

n—+oco N oo N n->+o0o

Ainsi, d’aprés les regles de Ta limite de Ila somme,
1 1

lim <—+—2+n>=+00

n—+oo \ N n

1

—=0et lim 1=1.
n—+oo n—+o0o N, n—+oo

d’apres les regles de la limite de la somme,

e.Onsaitque lim —n? = —oco, lim

Ainsi,
. 1
lim <—6n2 +1+ —) =—00
n—>+oo n 1 1 1
. n+ n
f. Pour tout entier naturel non nul n, =gt = 1+ —.

1
Onsaitque lim — =0et lim 1=1.
n—+oo N notoo
d’aprés les régles de la limite de la somme,
lim

1+n
(=) =1
n—+oo

Corrigé de I'exercice
g.D’unepart, lim (2n+1) =
n—+oo

Ainsi,

1
+o00. D’autre part, lim — =0
n—-+oco N

dou lim <l + 2) =2.
n—+oo \ N
Ainsi, d’apreés les regles de calcul de la limite d’'un produit,

1
lim 2n+1) (— + 2) = +o0.
n—+oo 2” 5
h.Ona lim — =0,dou lim (3 + —) = 3. D’autre part,
n-+oco N n5—>+oo n
lim — = 0dou lim (— — 2) = —2. Finalement, par
n—+o0o n2 n—+o0o n22 5
produit de limites, lim (3 + —) (—2 - 2) =3x(-2)=-—
n—+oo n n

i. Sil'on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit

aune forme indéterminée, de type ”oo — 00”. Il faut donc facto-

riser u,. Pour tout entier n, u, = \/n(1 —n?). Or, lim Vn=
n—+oo

+ooet lim (1 —n?) = —oo. Ainsi,

n—+oo

lim u, = —oo.
n—+oo

1
j-D’une part, lim e" = +oo. D’autre part, lim — = 0d’ou

1 n—+oo n—+oo
lim (1 + —) =1.
n—>+oo n
el’l
Finalement, lim T = +00
n—+oo 1 + =
" 3
k. On a, lim = = 0dou lim <6+—2> = 6. D’autre
n-+oco N n—>§—oo n

part, lim — = 0dou lim (= —1> = —1. Finalement,

n—-+oco N n—-+oco \NnN

3

6+2 6
lim n°~ - — =—e.
n->+o00 -1

- -1

n

s . 3 EJRN . 3
l. D’une part, lim = = 0, dou lim (1+—> = 1.
n—+oo N n—+oco n
Par ailleurs, lim = = 0 par valeurs supérieures. Ainsi,
n-+oco N

3
1+ =
lim Tn = +o00. Il est également possible de remarquer

n—+oco 1

n2
que dans ce cas, pour nous n > 0, u, = n? (1 + %) et utiliser
les regles de calcul sur un produit.
Corrigé de I'exercice[1]]
m. Si l'on fait la limite de chaque terme de la somme, on abou-
tit 2 une forme indéterminée, de type oo — o0”. Il faut donc



factoriser u,,. Pour tout entier naturel n, u,, = n(n — 1). Or,

lim n=+o0et lim (n+1) = +o0. Ainsi, lim wu, = +oo.
n—+oo n—+oo n—+oo
. 1 ,
n. D’une part, lim (1 — —) = 1. D’autre part,
3 n—+oo n
lim (2 + —2> = 2.
n—>+oo n

Ainsi, par limite du produit, lim u, =2
n—->+oo

lim 3 + vVn) =
n—>+oo

o. D’une part,

2
lim (1 + —) = 1. Finalement, lim u, = +oo.
n—>+oo n—>+oo
5
p- D’une part, 11m ( 2n%? = —co. D’autre part, lim - =
n—>+oo
0. Ainsi, lim un = —o0
n—>+oo

—o0,0ona lim u, =0.
n—>+4+oo

q. Puisque lim (-1-n)=
n—+oo

r. Dune part, lim 3n + 1) =
n—->+oo

n1—1>r-|1—loo (;L - 2) = —2. Ainsi, en utilisant la régle des limites
sur les produits, lim wu, = —oco (ne pas oublier la regle des
signes). e

Corrigé de l'exercice

a. Pour tout entier naturel non nul n, %

2
n3<3+——i> 3422
n nz n3

2 )
n3(—3—4) =4

En appliquant les régles de calcul classiques sur les limites,

33 +2n—5 3
on en déduit que lim mten—o

no+eo  2—4nd 4
. n?+1
b. Pour tout entier naturel non nul n, —— =
1
n? (1 + —2) 1+ 2
n n2
— 3 XT3
n (1 + —) 1+-
n n
1
1+ —
Or, lim n = 1let limn = +oo0. Ainsi,
n—+oo 3 n—+oo0
1+ =
n+1
=+o0
n-+oco N+ 3
, 1-2n?
c. Pour tout entier naturel non nul n, ————
) 1 n2 —3n3
3 - = _
n X(n3 2) o 2
1 -1 ’
mX(-—s) L
n n
1-2n? -2 2
Ainsi, lim ——— == — = =
n—+oco N2 —3n3 -3 3
. 1—6n*
d. Pour tout entier naturel non nul n, ———— =
1 . 5n6 +2n2+1
4 — _ [
" (n4 6) 1 w —n* 6
6 2 1\ n2 2 1°
n(5+m+$> 5+F+ﬁ
1
— -6
Or, lim n —— et lim = 0. Ainsi,
N +00 2 1 n-+oc0 N2
5+ ) + 3
n n
N 6nt
no+co SN0 +2n2+1
5 1
W

f. Pour tout entier naturel non nul n,

+o00. D’autre part,

+o00. D’autre part,

1 1
<1‘$) -5

_1,
3% (1 + %) A %
n n
1 1 3
Or, lim — = lim (1——)=1et lim (1+—>=1
n—->+oo N n—+oo 6 n—+oo n3
5 1
n — —
. n4
Ainsi, lim =0

n>t+o0 M34+3
Corrigé de I'exercice[13]

a. Pour tout entier naturel n > 3,

\/n—3—\/n+8=(\/n_3_\/n+8)x\/n—3+\/n+8 _ n—3—(
Vi=3+\Vn+8 n-3+

et donc

Vn—-3—-yYn+8=-— 1
Vn—3+4n+38

Ainsi, lim (Wn—-3—-vn+38)=
n—>+4oo

b. Attention & ne pas se lancer dans des calculs par pur au-
tomatisme, il ne s’agit pas ici d’'une forme indéterminée!

lim Yn+2+vV2n+5=+o00.

n—+oo
c. Pour tout entier naturel n,

1 ><\/n+1+\/n+2:\/n+1+\/n+2:ﬁ
Vitl-Vn+2 Vn+¥i+yn+2 @+DH-(+2)

Or, HT Wn+1l+vVn+2)=
n—->+4+oo

Corrigé de I'exercice[14]

u, =

+oo etdonc lim u, = —oo.

n—+oo

Pour tout entier naturel non nul n,

\/n2+3n—2+\/n2—n—1

=\/n2+3n—2—\/n2—n—1x
Vr2+3n—2+Vn2—n-1

En développant le numérateur, on a alors

n—-1
Vr2+3n—2+Vn2—n-1

n?+3n-2—-m>-n-1)
VrnZ+3n—2+Vn2—n-1

u, =

On a en effet

3 2 3 2
Vn?+3n— =\/n2x\/1+———2=n\/1+———
n o n n

nz

et

VnZ—n-— :\/ﬁx\/l—%—%=n

Ainsi




1

_}i

lim e

n—>+oo

(

Ainsi,nEIPw(Vn2+3n—2—\/n2—n—1) =
Corrigé de I'exercice[15]
Corrigé de I'exercice[16
Corrigé de l'exercice[17|
Corrigé de I'exercice[18|
Corrigé de l'exercice
0 %= -
5577 9

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < u,, < 3 »

4
—— =2
1+1

2
21

===

15
7

« Initialisation : Puisque uy = 1, on a bien 0 < u, < 3. P(0)
est vraie.

» Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Ainsi,
0 < u, < 3 En multipliant par —1, qui est négatif, on
adonc 0 > —u, > —3.

On ajoute 6 pour avoir 6 > 6 — u,, > 3. On applique alors

la fonction inverse qui est décroissante sur 0; +oo[. On
1

6—u,

<1
3

< 3. Or, puisque 0 <

adonc - <
6

3
obtenir = <
2

. Enfin, on multiplie par 9 pour

3
—, on a bien
2

0 < Uy, <3.P(n+1)estvraie.

« Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

Soitn € N.Onaa,

— Puisque a,, # 0, on peut appli-

n

- X o ies 1
quer la fonction inverse a cette égalité. On a alors — = 3—u,,.

an
1 3a, -1
Ainsi,u, =3 - — = —"2—
an an
1 . 1
Pour toutn € N,onaa, = -——. Ainsi, a,,,; =
3—-uy 1 6 3=Up
_ . . _ - un
Or, Uy, = r n.A1n51 Ay = L 9 9= 3u,
6 —uy,
> . . 3a, .
Or, d’apres la question précédente, u,, = Ainsi,
n
6—3a”_1 6a, —(3a,—1)
a _ ayn _ ayn
3 3 —1 " 9a,-3x(3a, -1
ay a,
3a,+1 a 3a, +1 1
Onadonc a, ., = —= et = -
n+1 a, 3 3 nt 3
1
La suite (a,) est donc arithmétique de raison r = 3 Son
1 1

. 1
premier terme vaut a, = =5 On rappelle

3—u, 3-1
que si (a,,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour

tout entier naturel n, a,, = a, + rn. Dans notre cas, pour tout

1+n
2 3

On sait que pour tout entier naturel n, u,

entier naturel n, a,
3a, -1

. Ainsi,

n
pour tout entier naturel n

1 n 3 1
) _3X<§+§>—1_§+n—1_6><(n+§)_6n+3
n— 1+E 3+2n 3+42n  3+2n
23 6

En utilisant les regles sur les calculs de limites, on aboutit a
une forme indéterminée —.
o0

3
n (6 + —)
Or, pour tout entier naturel non nul n, u,, = 3—" =
n (— + 2)
3 n
6+ —
n
3
242
n

6
- =3
. . =400 |
Corrigé de l'exercice
1

Finalement, lim u,

Onavy= ——==
T ug+2 2
Pour tout entier naturel n,on a v, = etdonc v, =
n
1
Upy1 + 2
—u, —4
Or,u,y = TR On remplace donc u,,; par cette valeur.
n
Ainsi,
o 1 B 1 B 1
LTy, — 4 T —u,—4 2u,+3) -u,—4 2u,+6)
U, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3
Ainsi,
u, +3 1 u, +2
Y] -V, = — = =1
LTI T 42 U, 42 up+2
Finalement, pour tout entier naturel n, v,,; = 1 + v,,. La
suite (v,) est arithmétique de raison 1.
Pour tout entier naturel n, on a donc v, = vy = n X 1 soit
1
v, == +n
n=3 +n
. 1 T
Pour tout entier naturel n, on a v, = . Ainsi, — =
nt?2 U,
u, +2etu, = - !
" ", T n+0.5
Par ailleurs, lim =0etdonc lim u, =-2.
., n—+oo N+ 0 n—+co
Corrigé de l'exercice
On consideére la suite (u,,) définie par u, = 2 et, pour tout
entier naturel n, U, = Sty = 2
> Y+l T 2u, — 1 .
1 1 1
f est dérivable sur ]—oo; 5[ et ]5; +oo[. Pour tout réel x # 5
32x—1)—2(3x—2) 6x—3—6x+4 1
)= oA e >0
(2x-1) (2x-1) 2x-1)

. . 1 1
f est donc strictement croissante sur ]—oo; 5[ et ]5; +oo[
Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) :
Uy > 1

« Initialisation : uy = 2 > 0. P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc
u, > 1. La fonction f étant strictement croissante sur

[%;+oo[, on a donc f(u,) > f(1). Or, f(u,) = U, et

3x1=2
fﬂ)_le—l

« Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier

= 1. Ainsi, u,,; > 1. P(n + 1) est vraie.

naturel n.



Puisque pour tout entier naturel n, u,, > 1, il en vient que Finalement, pour tout entier naturel n, v, ; = 2+v,,. Lasuite

u, — 1 # 0 et la suite (v,) est donc bien définie. (v,) est donc arithmétique de raison 2 et de premier terme
. 1 1
Pour tout entier naturel n, W=y =57 = 1. Ainsi, pour tout entier naturel n,
o — _
1 1 1 1 Uy =1L + 2n. 1
Un+1—Un = - = — = - — k1 1 1
Uppr—1 u,—1 3un—2_1 u,—1 Sun-PaZail]éugs,—vl,)zun———%-etdoncun=U—+1=1+2n+1.
— _ n— n
2up =1 Often ddduit que lim u, =1.
B -
Ainsi, Corrigé de lexercwe
2u, —1 1 2u, —2  2(u,—1)
—_ — — = = = 2
Ont1 == T T 1w, -1 u, —1



