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Notion de limite

Exercice 1
On a représenté ci-dessous la courbe représentative €y d’une fonction f dans un repére orthonormé.

A Taide de cette représentation graphique, détermi-
li , li , i , i ,
ner lim f(x), lim f(x) x_)g_nwf(x) xﬁ%r_g)_f(x)

lir_‘l-’l f(x)et lir_n f(x).

Quelles sont les asymptotes verticales ou horizontales a
” la courbe représentative de la fonction f?

Exercice 2
On considére une fonction f dont la courbe représentative Cy est donnée ci-dessous.

Déterminer graphiquement les valeurs de lim f(x),
X—=>—=00
li , li , i , I t
o dim, fx) x_)g_gﬁf(X) xgg_f(x) xggf(X) e
lim f(x)
X—+00

> Quelles sont les asymptotes horizontales et verticales a la
courbe C?

Exercice 3
On considére une fonction f dont le tableau de variations est donnée ci-dessous. On note Cy la courbe représentative
de f dans un repére orthonormé.

1) Déterminer lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x)et lim f(x)
X——00 x—(—4)~ x—(—4)t XxX—5~ x—5+% X—>+00
2) Quelles sont les asymptotes horizontales et verticales a C?

3) Dans un repére orthonormé, tracer une courbe d’une fonction compatible avec ce tableau de variations.



Opérations sur les limites

Exercice 4
Déterminer les limites suivantes

a. lim (x3+x—-23) b. lim (3 +x—23) c. lim (3 +x*-3)
X—+00 X—>—00 X—>+00
1 1 1
a i (i) N S
x—=+0o \1 +e=* x—>—oco \1 4+ e=X x—+oo \eX + e—X
lim (i +4yx) h. lim (i +4x) i. Jim 2x )
& x—>+00 \ X3 " x>0+ \x3 Tx=1+\1—x
2x 2x 2x
i li ( ) k. i ( ) L i ( )
']xl»nl’l— 1—x x—1>r-+I-loo 1—x x—1>r—noo 1—x
m. lim ((1-2x)e¥) n. lim (x*-3x+1) o. lim (x*-3x+1)
X—>+0o0 X—>+0o0 X—>—00
lim (e‘x2+7x‘3) lim (ex 1——x4 r. lim (ex 1——x4
p.x—>—oo qu—»—oo P 24+ x+x3 x>+ p 24+ x+x3
Exercice 5
2
xX“—4x—12
ideére la f i : T S ——
On considere la fonction f : x — T x 3
1) Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
+ —
2) Déterminer les limites de f en —oo, —% s —; ,17, 1% et +00.

3) Justifier que f est dérivable sur D et exprimer f'(x) pour tout réel x de D.
4) En déduire le tableau de variations de la fonction f sur D.

5) Tracer l'allure de la courbe de f dans un repere orthonormé.

Fonctions logarithmes

Exercice 6

On considére une fonction f définie sur R*, de limite finie L en +oco0. Montrer que L > 0.

Dérivabilité

Exercice 7

1
Montrer que la fonction f : x — e x? n'est pas dérivable en 0.



(Correction)

Corrigé de I'exercice[l]

D’aprés cette représentation graphique, 11r{1+ f(x) = +o0,
X—
lim f(x) = —c0, hnz)+ fx)=
hm f(x)= -0, lim f(x)=2, lim f(x)=3.
x=(-2)" x—+00 X—>—00
De plus,
« La droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a la
courbe de f.
» La droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la
courbe de f.

» La droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la
courbe de f en +co.

» Ladroite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a la
courbe de f en —co.

Corrigé de l'exercice[2]

lim f(x) = -0, lim f(x)=—-0c0, lim f(x)=
x—(=2)~ x—(=2)*

11m f(x) —o0, lim f(x) =400, lim f(x)=2

X2~ x—2+ X—>+00

Par ailleurs,

« Ladroite d¢quation x = 2 est une asymptote verticale a la
courbe de f.

« La droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la
courbe de f.

« Ladroite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la
courbe de f en +oo.

Corrigé de I'exercice[3]

lim x) = 2, lim X) = lim XxX) =
Jim f00) =2, limf() im0

lim f(x) =400, lim f(x) =400, lim f(x)=1
X—5~ x—5t X—>+00
Les droites d’équation x = —4 et x = 5 sont asymptotes verti-
cales a la courbe de f. La droite d’équation y = 2 en est une
asymptote horizontale en —oo et la droite d’équation y = 1

—00,

I’'est en +co.

BER

+oo0 et lim x? = +oo, on a alors

X—=>+00

c. Puisque lim x* =
X—>+00
lim (x3+x?>-3)=+o00

X—=>+0o0

0. Ainsi,

d.Ona lim e * = lim ( 1 )=1.
x—>+00 \1 +e—X

X—>+00
e.Onaque lim e ™ = +4o00. Ainsi, lim (—) =
X—=>=00 X—+400 1+ex .
f.On aque lim e* = 0Oet lim e = +oo. Ainsi,
X—>+00 X—=>+4+0c0
lim (o) =+wet lim (———)=0
x—1>I:I+-loo exii-e—x tooe x—1>1:{1-loo eX+e*
lim — = +00 et lim \/_ = 0. Ainsi,
x—0+ X x—0+
lim (— +4 x) =+
x—=0+ x3 1 \/_ *
h. Ilim — = 0 et lim yx = +o0. Ainsi,
x—>+i° x3 X—+00 \/_ o
lim (—3 +4\/_) +00
X—=+00 \ X )
R N X
i. lim (1 — x) = 0. Ainsi, lim ( ) =—00
x—1+ x—1+ 21 —X
j- lim f(x) = 0*. Ainsi, lim < X )= +00
x—1- x—1- - X )
k. Pour tout réel x # letx # 0, f(x) = T Ainsi,
-1
2Xx x
lim ( =-2
x—>400 \1 —X . i .
Le méme raisonnement permet détablir que
2
lim ( X )= -2
X——00 1—x . . .
m. lim (1 —2x) = —o et lim ¢ = +oo. Ainsi,
. X2+ X—+00
lim f(x)=-—
X—>+00

1
n. Pour tout réel x # 0, f(x) = x? (1 - % + ﬁ) . Ainsi,

lim (x2=3x+1)=+o0

X—+00
0.0na hm x?> = +oo et lim (—3x) = +oo. Par somme,
X—— X—>—00
lim (x —3x+1) +00.
X—>—00
p-Ona lim (-x?+7x—3) = -0 etXIim eX = 0. Ainsi,
X——00 ——00
lim (e—x2+7x—3) =0
X—>—00 ,
q. Pour tout réel non nul x,
41 1
1-—x* (5-1) w1
) 3= 2 1 SXX 57
TXEX x3(—+—+1) Z4+=+1
3 X2 X3 x2
Ainsi, . lim..x = —oo et donc, en appliquant la régle des
X—>—00
: 1-
signes, lim: —— = = +o0.

X oo2+x+x3

—

Corrigé de I'exercice 4]

3

a.Puisque lim x3=+4ocoet lim x = +oo,0na lim (x3+

X—+00 X—400 X—+00
X —3)=+o0
b. Puisque lim x3=—co0et lim x=—oco,0na lim (x3+
X—=>—00 X—=>—00 X—=>—00
xX—3)=—00

\ 1—x*
Of—Hm—e*—=—+o0.Finalement, lim (exp|———— ]| =
X->+00 X—>—00 2+ x+ x3
+o0

r.- lim % =40 et donc, en appliquant la régle des signes,
X—>+00
. 1—x* .
lim ————— lim eX
x—+00 2+ X + X3 X—>—c0
lim (ex 1t
woreo O\ 2 x 1 3

Corrigé de l'exercice

— +00. Or, 0. Finalement,

)=o

. . 3.
1) Les racines du polyndme 2x%* 4+ x—3sont1et =) ; Ainsi,

f est définie sur R \ {—%; 1}.




3
2) Pour tout réel x différent de 0, 1 ou —5.ona fx) =
4 12 4 12
2 1——-— -3 1——-— -
% X x2 _ X x
= .
el 32 2+ 1o %
x X 1x X
On a donc hm f) == et hm fx)== Par ailleurs,

le tableau de 31gnes de 2x + x— 3 estle sulvant

D’apreés les questions précédentes, les droites d’équation

x=-—setx= 1 sont asymptotes verticales.

s . 1
De plus, la droite d’¢quation y = 5 est une asymptote
horizontale en +o0 et en —oco. On peut ensuite tracer la

courbe de f.

X —00 -3/2 1 +00
2x2+x -3 + 0 - 0 +
Ainsi, lim _(2x*+x-3)=0%et lim (x*—4x-12)=
-0 -0
15 . . .
——.Ainsi, lim _f(x)=—-o0
+ x~(=3)
Puis lim (2x°+x—3)=0"et lim (¥*-4x-12)=

()

——.Ainsi, lim +f(x) = +00.
(-]

Par ailleurs, lim (2x?+x—3)=0"et lim (x*>—4x—
x=(1) x=(1)

12) = —15. Ainsi, lim_f(x) =

Enfin, lim (2x +x-3)=0%"et lim (x —4x—-12) =

x->* x=)*

—15. Ainsi, lim f(x)

x—>(1)

3) f estle quotient de deux fonctions dérivables sur chaque
intervalle de D, et dont le dénominateur ne s’annule pas

sur D. f est donc dérivable sur chaque intervalle de D.

Pour tout réel x € D, on a alors

2x —4)(2x% 4+ x —3) — (x* — 4x — 12)(4x + D _
(2x2 4+ x — 3)2

f'x) =

4) Pourtoutx € D, (2x2+x—3)? > 0. f’(x) estdonc du signe

Corrigé de I'exercice|6]
Pposons par labsurde que L < 0. Alors, il existe un réel

42x + 2
1t1f —5 tel que pour tout réel x de 'ensemble

. L . .
de définition de f, f(x) < —5 Par croissance comparée,

lim In f(x) = —oo ce qui contredit que lim f(x) = L (car
de 9x2 4+ 42x +24. 1l s’agit d’un polynome du second degré ~ x—+ . . . X=too
‘ i In f est continue et strictement croissante sur R*).
dont les racines sont —4 et —=. On peut alors construire Ainsi, lim f(x)>0
le tableau de signes de f” et en déduire les variations de f. Corri gxé_ﬁ:l’exercice
Pour tout réel h différent de 0, on a
x —00 —4 —3/2 -2/3 1 1 oo 1
F)— F(0) ¢ B2 — Q| ¢ R2
U SACA A -
J(x) + 0 - - 0 + h + h n
f(=4) e e 08 7
~ o 5 <1Ip ‘f(@x—f)‘=eh<i=
f _— . ) 0; ¢ n2 < 1.[Donc - IS T
*© +oo 8= Or,lim {h=1 & Lo

5) On trace d’abord les asymptotes a la courbe représentative
de f.

h—0+ '
Ainsi, hm )M‘ # 0, ce qui permet de conclure que

fn est pas dérivable en 0.



