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Activité 1 : Introduction géométrique
On construit successivement des triangles équilatéraux, constitués eux mémes de plus en plus de petits triangles
équilatéraux, tous de la méme taille, comme illustré sur la figure.
On note n le nombre de rangées de chaque triangle.

On a ainsi représenté lescasn = 2;n = 3etn = 4.
Déterminer le nombre de petits triangles pour n = 5 puis pour n = 100.
Exprimer le nombre de petits triangles dans le cas général, pour un triangle a n rangées.

Activité 2 : Inspirée d'un sujet Bac

On consideére la suite (u,) définie par u, = 1 et, pour tout entier naturel n,

un
1+u,

Uptr =

1) Calculer les quatre premiers termes de la suite.

2) Comment calculer us, sans calculer tous les termes précédents?

3) Conjecturer une expression de u,, en fonction de n pour tout entier naturel n.

Principe
Exercice 1
Soit donc (u,) une suite géométrique de raison q.

1) Montrer par récurrence que pour tout entier natu-
rel n, u, = ug X q".

2) Application : On considére la suite (u,,) géomé-
trique de premier terme 1, = 3 etderaisonr = —2

a) Exprimer u,, en fonction de n

b) Calculer u,, a l'aide de cette formule.

Exercice 2
On considere la suite (u,) telle que uy = 12 et pour
tout entier naturel n,

Upy1 = 33U, — 8.

Suites et récurrence

Montrer que pour tout entier naturel n,
u, =4+8x3"

Exercice 3
On considére la suite (u,,) définie par u; = 1 et, pour
tout entier naturel n,

u
Upy = Z—n
unp +1

1) Calculer u, et us

2) Conjecturer une expression de u,, en fonction de
n.

3) Démontrer cette conjecture par récurrence.
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Exercice 4

On considere la suite u,, définie par uy = 3 et, pour
U, —2

2u, +5°

Montrer que pour tout entier naturel n,

tout entier naturel n, u, 1 =

Exercice 5
Soit n un entier naturel non nul et

U, =1+3+54+7+--+2n-1).

1) Calculer uy, u,, us et uy.
2) Conjecturer une expression simple de u,, en fonc-

tion de n puis démontrer cette conjecture par ré-
currence.

Exercice 6
(uy,) est la suite définie par ug = 0 Eﬂ#‘:nu%
et pour tout entier naturel n, par
Uyl = Uy +2n+ 2.

Démontrer par récurrence que
pour tout entier naturel n,
u, = n(n + 1).

Correction

en vidéo

Suites majorées, minorées,

bornées

Exercice 7
Dans chacun des cas suivants, déterminer si la suite
(uy,) est majorée, minorée, bornée.
1
D u,=-1"+ - pourn #0
2) u, = cos(n) + sin(n)
3) u,, = —3cos(n) + 2sin(n)
4) u, =2cos(n)—n

5) u, =cos(n) +3
n

6) Un = ¥l

Exercice 8
On considére la suite (v,,) définie par v, = 0.3 et, pour
tout entier naturel n, v, = 4v,, — 4v2.

1) Pour tout réel x € [0;1], on pose f(x) = 4x — 4x>.
On admet que f est dérivable sur R.
Donner une expression de f'(x) pour tout réel
x €[0;1]

2) Etudier le signe de f'(x)

3) En déduire les variations de f et en déduire que
pour tout réel x, 0 < f(x) < 1.
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4) Montrer par récurrence que, pour tout entier na-
turel n,0 < v, < 1.

Exercice 9

On considére la suite (u,,) définie par uy = 2 et, pour
. 2
tout entier naturel n, u,,; = — u, + 8.

10
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel

n,u, < 10.

Exercice 10

On considére la suite (u,,) définie par uy = 5 et, pour

. u,+3
tout entier naturel n, u, ., = ———

Montrer que, pour tout entier naturel n, 3 < u, <5

Exercice 11
On considére la suite (u,,) définie par uy = 1 et, pour
1
tout entier relatif n, u =—.
nl = T
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel

n,§<un<1.

Suites croissantes,

suites décroissantes

Exercice 12
On considére la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel n par u,, = 2n* — 24n + 3.

1) Montrer que pour tout entier naturel n,
Upyr — Uy = 4n — 22,

2) En déduire le sens de variations de la suite (u,,).

Exercice 13
On considere la suite (u,,) définie par uy = 5 et pour

tout entier naturel n, u,; = SUn +4.

1) Montrer par récurrence que, pour tout entier na-
turel n, u,, < 8.

2) Montrer que pour entier naturel n,
Upg1 = Up = —5ln +4.

3) Déduire des deux questions précédentes que la
suite (u,,) est croissante.

Exercice 14
On considére la suite (u,,) définie par uy = 1 et, pour
2u
tout entier naturel n, u,; = —
24+u,

1) Montrer que pour tout entier naturel n, u,, > 0.

2) Montrer que la suite (u,,) est strictement décrois-
sante.


https://youtube.com/embed/tMpr1V8nSJI
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Exercice 15 : Bac 2021 — Métropole —
On considére la suite (u,) définie par uy = 1 et, pour
tout entier naturel n,

Su, +4

Upp1 = ——.
nl= T

1) Montrer que la fonction f définie pour tout réel

5x+4 .
x € [0;+oo[ par f(x) = ~+3 est strictement
croissante sur [0, +oo].

2) Montrer que pour tout entier naturel n,
0<u, Uy <4

Exercice 16

On considére la suite (u,,) définie par u, = 2 et pour
tout entier naturel n, u,; = 3Un = 7.

Montrer que pour tout entier naturel n, u,, > —21 et

que la suite (u,,) est décroissante.

Exercice 17

On considére la suite (u,,) définie par u, = 5 et pour
2u, — 1.

Montrer que pour tout entier naturel n, u,, > 1 et que
(u,,) est décroissante.

tout entier naturel n, u, ., =

Exercice 18 : Bac 2022 — Centres étrangers
On consideére les suites (a,,) et (b,) définies

parag = 7o , by =1 et, pour tout entier naturel n,
An+1 = e~bn
byyy = e

On rappelle que la fonction x — e~ est décroissante
sur R. Montrer que pour tout entier naturel n,

0<an<an+l<bn+1<bn<1-
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Pour réviser seul

Exercice 19

Soit (u,) la suite définie par u; = 0,4 oOF if E
Falite

D

A

et pour tout entier n > 1,

Upp1 = 0,2u, +0,4. ~|- 'H J‘%
A A
Démontrer que (u,,) est croissante. Correction

Exercice 20
Soit la suite (u,,) définie par uy = 1 et pour tout entier

Uppr =/ 2 + Uz

1. Calculer les quatre premiers

naturel n,

termes de la suite.
2. Conjecturer 'expression de u,,
en fonction de n.

3. Démontrer cette conjecture.
Correction

Exercice 21
On considere la suite (u,) définie par uy = 2
et pour tout entier naturel n,

Upyl = Uy +2n+ 5.

Démontrer que pour tout entier
naturel n,

u, > n?

Correction


https://youtube.com/embed/foz11P99oVQ
https://youtube.com/embed/l8bS4bLmTaM
https://youtube.com/embed/hQCHds5gNvY
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(Correction)

Corrigé de I'exercicell]

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) :

U, =Ug X q" ».

« Initialisation : Pour n = 0,on abien uyxq° = uy X1 = uy.
P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie,
cest-a-dire u,, = uy X q". Or, U, = qu,. Ainsi, u, ., =
q X ug X q" = ug X ¢"*1. P(n + 1) est donc vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

D’aprés la question précédente, on a, pour tout n € N,

u, = 3 X (=2)". Ainsi, u;, = 3 x (—2)'2 = 12288.

Corrigé de I'exercice[2]

Pour tout entier naturel 7, on considére la proposition P(n) :

«Up=4+8X%X3"»

« Initialisation : Pourn = 0,on abien4+8x3° = 448x1 =
12 = uy. P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie,
cest-a-dire u,, = 4 + 8 X 3. Or, u,,; = 3u,, — 8. Ainsi,
Upyq = 3(4+8X3")—8 = 3xX4+3X8X3"—8 = 4+8x 3"+,
P(n + 1) est donc vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Corrigé de l'exercice[3]

Ona
" = Uy _ 1 _L
T Juer VEHT 2
1 1
* Uz = 42 = \/52 = \/5 =LX
Jiz+1 (1) 1., V2
— | +1 2
NG
L_LX\/?_L
3 42 V3 43
2
1

Pour tout entier naturel non nul n, on pose P(n) : « u, ?
n

»

1
+ Initialisation: — =1 = u;, P(1) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N\ {0}. Supposons que P(n) est vraie.

u
On a donc u,, = —.0r, U, = ——=—. Ainsi,
\n uz +1
1
N 1 1 1 1
Upp = ———— = — =—
1 1

(7

P(n + 1) est donc vraie.

T "

Suites et récurrence

« Conclusion : P(1) est vraie et P est héréditaire. Par ré-
currence, P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul
n

Corrigé de I'exercice[d]

9-8n
P tout enti turel n, Pn): = —
our tout entier naturel n, on pose P(n) : « u, stan”
ce . .. 9-8x0_9 .
« Initialisation : 3T8x0 -3 3 = ug. P(0) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’ets-
. -3 N
a-dire u,, = " On cherche 4 établir
3+8n

b 9=8(n+1) _9-81-8 1-8n
1T 348m+1) 3+8n+8 11+8n

9—8n_2
Or, uy, = u"—_. Ainsi, U, = 3+38n
2u, +5 9-8n
2 X +5
3+8n
9 —8n—2(3 + 8n)
3+ 8n
.On a alors
2(9 — 8n) + 5(3 + 8n)
3+8n
" _9-8n—-2(3+8n)_2(9-8n)+534+8n)  9—8n—2(3
n+l 3+8n 3+8n ~2(9-8n) + 5
et donc
9-8n—-6—16n  3—24n

Unel = 18 T6n + 15+ 40n 33 — 24n

En factorisant par 3, on obtient finalement u,,,

3(1-8n) 187 i est bien le résultat voulu
311—8n)  1l+s8n 4 '

P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Corrigé de l'exercice[5|

Onau = 1l,uy =143 =4 u; =14+3+5 =0,
U =1+3+5+7=16
Pour tout entier naturel non nul n, on pose P(n) : « u,, = n?

»
« Initialisation : 12 = 1 = u,, P(1) est vraie.

« Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. Supposons
que P(n) est vraie. On a donc u,, = n2.0r,

Upyr = 1434547+ +(2n—1)+(2(n+1)-1) = u,+(2n+1)
Ainsi, puisque u,, = n? par hypothése de récurrence,

x/ n Lénﬂ'atnz+2n+1=(n+1)2
Jyn Vrt+l o (i

P(n + 1) est donc vraie.

1

o Conclusion : P(1) est vraie et P est héréditaire. Par ré-
currence, P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul
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Corrigé de I'exercice 6]
<1

:I»—'

a. Pour tout entier naturel n, —1 <
Ainsi, -1 < (-1)" £
b. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) <
1. Ainsi, —

(-1)" < 1et0<
2. La suite (u,,) est bornée.
let—-1 <
sin(n) < < cos(n) + sin(n) < 2. La suite (u,,) est
bornée.

c. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1 et donc
3 > —3cos(n) > —3, soit =3 < —3cos(n) <
-1 < sin(n) 1 et donc —2 < 2sin(n)
—5 < =3 cos(n) + 2sin(n) <

d. Pour tout entier naturel n, —2 <

3. Par ailleurs,
2. Ainsi,
5. La suite (u,,) est bornée.
cos(n) < 2et—n < 0.
Ainsi, 2 cos(n)—n < 2. Lasuite (u,) est majorée. En revanche,
elle n’est pas minorée.

e. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1. Ainsi,
2 < cos(n) + 4 < 4. La suite (u,) est bornée.
f. Pour tout entier naturel n, 0 < n < n + 1 et donc

Corrigé de l'exercicel7]

1. La suite (u,,) est bornée.

a. Pour tout entier naturel n, —1 < <1
Ainsi, —1 < (-1)" £
b. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) <

1. Ainsi, -2 <

(-1D)" < 1et0<
2. La suite (u,,) est bornée.

:I»—‘

let—-1 <

sin(n) < cos(n) + sin(n) < 2. La suite (u,,) est

bornée.
c. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1 et donc

3 > —3cos(n) > —3, soit —3 < —3cos(n) < 3. Par ailleurs,

-1 < sin(n) 1 et donc —2 < 2sin(n) 2. Ainsi,
—5 < —3cos(n) + 2sin(n) < 5. La suite (u,,) est bornée.
d. Pour tout entier naturel n, —2 < cos(n) < 2et —n < 0.

Ainsi, 2 cos(n)—n < 2. Lasuite (u,) est majorée. En revanche,
elle n’est pas minorée.

e. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1. Ainsi,
2 < cos(n) + 4 < 4. La suite (u,) est bornée.
f. Pour tout entier naturel n, 0 < n < n + 1 et donc
Corrigé de I'exercice|3]

Pour tout réel x, f'(x) = 4 — 8x. On a f'(x) > 0 si et seule-

1. La suite (u,,) est bornée.

. . . 1 .
ment si 4 — 8x > 0 si et seulement si x < =. On construit
donc le tableau de signes de f’ et le tableau de variations de
fsur[0;1].

x 0 % 1
') + 0 -
1
! 0 / \ 0

En particulier, on voit que pour tout réel x € [0;1], on a

< f(x) <

OSUn\l».

1. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : «

Suites et récurrence
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« Initialisation : pour n = 0,onav, = 0,3 et donc
0 < v, < 1. P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-
direo < v
cédente, onaalors 0 < f(v,) <
P(n + 1) est vraie.

< 1. En utilisant les résultats de la question pré-
1, cest-a-dire 0 < v, < 1.

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Corrigé de I'exercice[9)
Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) :
« Uy <10 ».

« Initialisation : Pour n = 0, on a uy = 2 et donc u, < 10.
P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-

2 2
< 10. Ainsi, 1 — X1
< 10. Ainsi X 10 < 10>< Oet 10un+8

10. P(n + 1) est donc vraie.

a-dire u, 0

2 .
0 X 10 + 8, clest-a-dire u,, 1 <
« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

Corrigé de I'exercice[10]
Pour tout entier naturel #, on considére la proposition P(n) :
«3< U, <5»

« Initialisation:Pourn = 0,onauy, = 5etdonc3 < uy < 5.

P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-

a-dire3 < u, < 5.

— 343 _u,+3 543
Ainsi,3+3<u, +3<5+3et JZ“ < ”2 < er
cest-a-dire 3 < u, < 4.

Or, puisque 4 < 5,onadoncbien 3 < u,; < 5. P(n+1)

est donc vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

Corrigé de I'exercice[11]

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) :
1

« 5 <u, <1

e 1 es 1
« Initialisation : Pour n = 0,on a uy, = 1 et donc 5 <up <
1. P(0) est vraie.
o Hérédité :
Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire
1
5 Su, <1

L1 s s g 3
A1ns1,§+1<un+1<1+1,cest—a—d1re§<un+1<2.

On applique alors la fonction x — — a cette inégalité.
Cette fonction étant décroissante sur ]0; +oo|, 'inégalité
est alors renversée.

N =

2
Onadonc= > —— >
37 1+u, ”

1
On a donc bien 5 < Uy4 < 1. P(n+ 1) est donc vraie.
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« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Corrigé de l'exercice

Upyr = 2(n+1)2=24(n+1)+3 = 2(n®+2n+1)—24n—24+3
et donc
Upy1 =2n* +4n+2—24n—24+3 =2n%*—-20n—19
Ainsi,
Upy1 — Up = 21% —20n— 19 — (2n* — 24n + 3) = 4n — 22

Etudions le signe de u,,,; —u,, c’est-a-dire le signe de 4n — 22.
On a4n — 22 > 0sietseulement si n > 5, 5. Ainsi, (u,,) est
décroissante jusqu’au rang 5 puis croissante a partir du rang
6. On a par ailleurs us = —67 et ug = —69. Ainsi, (u,) est en
fait décroissante jusqu’au rang 6 puis croissante a partir de
ce rang. Une autre méthode consiste simplement a étudier
les variations de la fonction x — 2x? — 24x + 3.

Corrigé de I'exercice[13|

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u,, < 8 »

« Initialisation : pour n = 0,onauy, = 5etdoncu, < 8.
P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-
a-dire u, < 8.

N =

1
On adonc zu, +4 <
P(n + 1) est vraie.

X 8 + 4 cest-a-dire u,,; < 8.

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.
. . 1
Soit n un entier naturel, on a u,,; — u, = Sun + 4—u, =
—%un +4.
Puisque pour tout entier naturel n, on a u,, < 8, on a donc

1 1 1
_Eu" > -3 X 8et—=u, +4 > —= X 8 + 4, cest-a-dire
Up41 — Uy, = 0. La suite (u,,) est donc croissante.

Corrigé de I'exercice[14]

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u,, > 0 »

« Initialisation : pour n = 0, on a uy = 1 et donc uy > 0. P(0)
est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-

2u,

2+ u,
de deux réels strictement positifs, il est donc strictement

positif lui aussi. P(n + 1) est vraie.

dire u, > 0. Or1, U1 = . Uy41 est donc le quotient

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.

On a montré que pour tout entier naturel n, u,, > 0. On peut
donc déterminer les variations de la quite (u,,) en étudiant le

Suites et récurrence
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. u )
quotient ;—“ Or, pour tout entier naturel n,
n

Upy1 _

2uy, 1 2
= —" X —
u, 2+4+u,

u, 2+uy,

Or, puisque u,, > 0, il en vient que 2 + u,, > 2 et donc que
u

< 1. Ainsi, pour tout entier naturel n, “ndl 1, et

2+uy, u,

donc u,,; < u,. La suite (u,) est strictement décroissante.

Corrigé de I'exercice[15

La fonction f est dérivable comme quotient de fonctions dé-

rivables sur [0, +oo[, le dénominateur ne s’annulant pas sur
cet intervalle. De plus, pour tout réel positif x,

5x(x+2)—1x(5x+4)  5x+10-5x—4 6

)= (x + 272 x+22  (x+27

Ainsi, pour tout réel positif x, f'(x) > 0. f est strictement

croissante sur [0; +oo[

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) :

«0<u, LUy <4».

« Initialisation : Pourn = 0,onauy = letu; = sxl+4 =
1+2

g =3etdonc0 < yy < Uy < 4. P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-
a-dire 0 < u, < u,41 < 4. Lafonction f étant strictement
croissante sur [0; +oo[, on peut I'appliquer a cette inégalité

sans en changer le sens. Ainsi,

f0) < f(up) < flups1) < f(4)

Or, f(0) = 2,quiestsupérieura 0, f(u,) = uyi1, f(Upyr) =
Upys et f(4) = 4.1l en vient que

0< Up1 S Upyp S 4

P(n + 1) est donc vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Corrigé de l'exercice[16]
On rappelle qu’une suite décroissante vérifie que pour tout
entier naturel n, u, > u,

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u,, > 1 = —21

»

s te . 2
« Initialisation:pourn = 0,onauy, =2etu; = 3 X2—7 =

17
-3 On a bien uy > u; > —21. P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, cest-
a-dire u,, > u,, > —21.
2 .
On a donc FUn 7> FUn+1~ 7> -21X% 3~ 7 Clest-a-dire
Upyq = Upgs = —21. P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.
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Corrigé de I'exercice[17]
On rappelle qu’une suite décroissante vérifie que pour tout
entier naturel n, u,, > U,

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u,, > Uy, = 1 ».

« Initialisation : pourn = 0,onau, = 2 = 5etu; =

V2x5-1=14/9 = > 1. P(0) est

vraie.

3. On a bien uy, > u;

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-
a-direu,, > u,, = 1.
Onadonc2u, —12>
alors la fonction x + 1/x a 'inégalité. Cette fonction étant
croissante sur R, le sens de I'inégalité ne change pas.
Ainsi, \/2u, — 1 > \2u,1; — 1 > \/2 X 1 — 1, Clest-a-dire
Upi 2 Upyp 2 —21.

P(n + 1) est vraie.

2up4 —1 > 2% 1—1.0n applique

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Corrigé de l'exercice[18|
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < a, < @y <
b,y1<b, <1 »

« Initialisation : pour n = 0, 0on a g, =

1
a =ebo=el= S et b, =e % =¢ 01,

D’une part, puisque 10 > e, en appliquant la fonction

inverse qui est décroissante sur R%, on a que — < —, cest-

10

a-dire ay < a;.

Par ailleurs, la fonction x — e* étant croissante sur R. On
b, < by.

Finalement, on a bien que 0 < a5 < a; < b; < by <

a donc que e”! <e 0l < el clest-a-dire a; <

P(0) est donc vraie.

+ Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-
dire0 < a, € apy1 < by <
étant strictement décroissante sur R, on a alors

b, < 1. Lafonction x > e™*

eO > e_an 2 e_an+1 2 e_bn+1 2 e_bn 2 e_l

Et donc, puisque e~! > 0, on a, en lisant cette inégalité
dans l'autre sens,

0<@p41 CAppp S by Kby <1

P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Corrigé de l'exercice
On rappelle qu’une suite décroissante vérifie que pour tout
entier naturel n, u,, > U,

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u,, = Uy, = 1 ».

« Initialisation : pourn = 0,onau, = 2 = 5etu; =

V2X5— =\/§= 3.0On a bien uy, > u; > 1. P(0) est

vraie.

Suites et récurrence

Terminale spé

« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-
a-dire u,, > uyyq > 1
On adonc 2u, —1 > 2u,,; —1 > 2 x1—1. On applique
alors la fonction x ~ +/x & I'inégalité. Cette fonction étant
croissante sur R, le sens de 'inégalité ne change pas.
Ainsi, \/2u, — 1 2 42U, — 1 > V2 x 1 — 1, Clest-a-dire

Upy1 2 Z un+2 —21L
P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Corrigé de I'exercice 20|

La fonction f est dérivable comme quotient de fonctions dé-
rivables sur [0, +oo[, le dénominateur ne s’annulant pas sur
cet intervalle. De plus, pour tout réel positif x,

5X(x+2)—1x(5x+4) _
(x + 2)2 h

5x+10-5x—4 6

Fix) = x+27  (x+22

Ainsi, pour tout réel positif x, f'(x) > 0. f est strictement

croissante sur [0; +oo[

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) :

«0< U, LUy $4».
T 5x1+4

« Initialisation : Pourn = 0,onauy = letu; = 52

9 .
3= 3etdonc 0 < uy < u; < 4. P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-
a-dire 0 < u, < u,,; < 4. Lafonction f étant strictement
croissante sur [0; +oo[, on peut I'appliquer a cette inégalité
sans en changer le sens. Ainsi,
F0) < fun) < flupgr) < f(4)
Or, f(0) = 2,quiestsupérieura o, f(u,) = tyiq, f(Upyr) =
Uyyp et f(4) = 4. il en vient que

0 < Upt1 < Upy2 < 4

P(n + 1) est donc vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Corrigé de I'exercice 21|
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < a,, < @y41 <
bpi1 < b, <1»

« Initialisation : pour n = 0, on a @, = 0’ by, = 1,

-1 0,1

1
ap=ebo=e =getb1=e‘“0=e‘

D’une part, puisque 10 > e, en appliquant la fonction

inverse qui est décroissante sur R}, on a que — < > c’est-

10
a-dire ay < a;.
Par ailleurs, la fonction x — e* étant croissante sur R. On
adonc que e™! € e %! < €Y, clest-a-dire a; < by < by.
Finalement, on a bien que 0 < ay < a; < b; < by <

P(0) est donc vraie.



Lycée Bellevue

+ Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-
dire 0 < a, < ap4q < byyy < b, < 1. Lafonction x - e™*
étant strictement décroissante sur R, on a alors

eO > e_an 2 e_an+1 2 e_bn+1 2 e_bn 2 e_l

Et donc, puisque e~ > 0, on a, en lisant cette inégalité

Suites et récurrence

Terminale spé

dans l'autre sens,
0< An41 < An42 < bn+2 < bn+1 <1

P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récur-
rence, P(n) est vraie pour tout n € N.



