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Limites de suites
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Méthode : Représentation graphique d'une suite définie par une fonction : Niveau **

On a représenté sur le graphique ci-dessous, la fonction 7
f définie sur [0;9] par f(x) = Vx+2 et la droite 6
d'équation y = x. 5
En déduire la représentation graphique des premiers ,
termes de la suite u définie par uy = 1,5 et pour tout 3

entier naturel n,

=N

Upir = VUy +2

o
A 4

Chercher la "limite" d'une suite, c'est analyser le comportement des termes de cette suite quand

n prend des valeurs de plus en plus grandes. Pour modéliser ce concept, on dit que n tend vers [I-"t"
1205 l'.r‘[;g'
+00. B fiperin

Vidéo de cours

Méthode : Conjecturer une limite infinie. Niveau *

Conjecturer la limite de la suite (u,,) définie sur N par u,, = 2n + 1.
Est-il possible de trouver un rang n, tel que u, > 1000000 ?

Correction

Déterminer des limites

1.1 Limite infinie :

Définition

On dit que la suite (u,,) admet pour limite +o00 si u, est aussi grand que I'on veut pourvu que n soit suffisamment

grand et on note : lim u, = +c.
n—>+oo


https://youtube.com/embed/qyo2NOffLXA
https://www.dropbox.com/scl/fi/qo4l2kyj91mnoq8sk9glf/metho1.pdf?rlkey=ude5dfvx8085i91jrvkizevca&dl=0
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Remarque : Hors programme

La méme définition en langage mathématique donnerait :

VAeR,AN e \,VneN,n> N,u, > A

Définition : Limite égale a moins I'infini :

Pour une limite égale 3 —oc0, on note : lim u, = —
n—>+oo

1.2 Limite finie :

Définition

On dit que la suite (u,) admet pour limite L si u, est aussi proche de L que I'on veut

pourvu que n soit suffisamment grand et on note : lim u, = L.
n—>+oo

Vidéo de cours

Remarque : Pour les matheux!!

Une définition mathématique de la convergence d’une suite (u,,) vers un réel L est :

Ve >0,IN e N,Vn> N, |u, —L| <e¢

Méthode : Conjecturer une limite finie. Niveau *

. 1
Conjecturer la limite de la suite (u,,) définie sur N par u,, =1 — —.

Est-il possible de trouver un entier naturel n, tel que 0,999 < u,, <17

Correction

1.3 Suites convergentes et suites divergentes :

Définition : Suite convergente

On dit qu’une suite qui admet une limite finie L € R converge vers L.
On dit aussi qu'une telle suite est convergente

Exemple

. . P 1
On peut dire que la suite définie pour n € N par u,, =1 — -, converge vers 1.
On note : lim u, = 1. (u,) est donc une suite convergente.

n—>+oo


https://youtube.com/embed/_U_DaQa135U
https://www.dropbox.com/scl/fi/zoycay1yw1xfkrts0yftg/metho2.pdf?rlkey=rolep7bhvfo5xaipnwd7a9wep&dl=0
https://www.youtube.com/embed/WarWykj_W84
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Définition : Suite divergente

Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

Exemple

On a vu précédemment que la suite (u,) définie sur N par u,, = 2n+ 1 a pour limite +oo0.

(u,,) est donc une suite divergente. Sa limite n'est pas finie. On peut dire que (u,,) diverge vers +oo.

S’évaluer

Remarque : Attention !
Une suite qui est divergente n’admet pas nécessairement de limite infinie.
Par exemple, la suite de terme générale (—1)" prend alternativement les valeurs
-1 et 1. C'est une suite alternée, qui n'admet donc pas de limite. Elle est donc
divergente.

1.4 Limites de suites de références (propriétés admises) :

Propriété : Limites de suites de références (propriétés admises) :

lim n = +o0, lim n? = +oo, lim \/n=+c0
n—+oo n—+oo n—+oo

. 1 . 1 . 1

lim — =0 lim —2=0, lim — =0
n—->+oo N n—-+oo N n—+oo ‘/n

Opérations sur les limites

2.1 Limite d’une somme (propriétés admises) :

Exemple : Cas simple :
.

ORb

Déterminer la limite de la suite (u,) définie pour n € N par u,, = n?> — 1000. &3 .p"r

Rédaction : !

On sait que lim n? = 400 donc lim n? — 1000 = + o0 "l.ﬁ Tﬁ
n—+oo n—+oo

Quelque soit la constante, il existe toujours un n assez grand pour que n? I'emporte Vidéo de cours

et fasse tendre la suite vers +o00.

Exemple : Forme indéterminée :

Soit (u,,) et (v,) les suites définies pour tout n € N par u,, = > — n et v, = n — n?
Etudions et comparons leur limite respective.

Rédaction :
On sait que : lim n? = +oo et lim n =400

. h—=+4 n—+oo s R R e pe .
Les deux suites (u,) et (v,) sont donc, toutes les deux, des différences de suites qui tendent vers I'infini.

On conjecture les limites de ces suites :

* Ujp0 = 100% — 100 = 9900.
On conjecture que lim wu, = +o.
n—>+oo

On analyse cette conjecture en observant que pour des n trés grand, n? > n.

On comprend que n? I'emporte sur n pour des grandes valeurs.


https://link.dgpad.net/e1A8
https://link.dgpad.net/JLun
https://youtube.com/embed/RjxDcW3zM94
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« Inversement, v;00 = 100 — 100 = —9900.

On conjecture que lim v, = —o0.
n—->+oo

Les deux suites n’ont pas la méme limite.

Définition : Forme Indéterminée

On appelle forme indéterminée, un schéma qui ne permet pas de pas donner un résultat général pour calculer une
limite.

Par exemple "+ co — 00" est une forme indéterminée.

S’évaluer
Propriété : Tableau récapitulatif des sommes de limites

lim u, = L L L | 4+c0 | —0 | 400
n—->+oo

lim v, = r +00 | —00 | +o0 | —00 | —00
n—>+o

lim u,+v,=|L+L |4+ | —00 | +00 | —0 | F.I
n--+co

Propriété : Bilan sur les sommes de limites.
« On retient qu'on peut opérer avec les limites, quand les suites convergent.
« Une limite infinie I'emporte toujours sur une limite finie.
» Deux limites infinies de méme signes ne changent pas la limite infinie.

« Attention, deux limites infinies de signes opposés donnent une Forme Indéterminée, F.l. en abrégé.

Méthode : Lever une indétermination : +00 — co Niveau *

Une stratégie efficace pour lever une indétermination consiste a factoriser par le terme de plus haut degré.

Déterminer la limite de la suite (u,) définie pour tout n € N par u,, = 2n® — 4n.

2.2 Limite d’un produit (propriétés admises) :

Exemple : ler cas: o0 X0 :

. . I 1
Soit (u,) et (v,) les suites définies pour tout n € N* par u,, = n? et v, = =

. . 1
On sait que : lim n? =+oco et lim = =0
. n—+oo n—+oo N ,
La suite u, X v, est donc une suite sur le schéma : +00 X 0
5 1
Oru,Xv,=n*xXx—=n.

Donc lim u, Xv, =400 .
n—+oo


https://link.dgpad.net/yPbr
https://www.dropbox.com/scl/fi/7yosiyltpopelw967631g/metho3.pdf?rlkey=n3pin0gso85u587tuf2wv8o0w&dl=0
https://www.youtube.com/embed/rHWByJ1nqp8
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Exemple : 2éme cas : o0 X 0 :

Soit (u,) et (v,) les suites définies pour tout n € N* par u, = n et v, = 7
. . . 1
Onsaitque: lim n=+oco0 et lim — =

. n—>+oo n—+oo n2 ,
La suite u,, X v, est donc une suite sur le schéma : +c0 X 0
1 1

Oru,Xv,=nx— =—.
n‘ n n2 n

Donc lim u, X v, = 0.
n—-0

Propriété : Forme indéterminée co X 0
Selon les situations, le schéma co X 0 ne donne pas la méme limite.

On ne peut donc pas donner un résultat général pour ce schéma. C'est une nouvelle forme Indéterminée.

S’évaluer
Propriété : Tableau récapitulatif des produits de limites (admis)

lim u, = L L || 0
n—>+o
lim v, = r 0 | © | o0
n—+oo
lim u, Xv,=|LXL | o0 | o |FI
n—+oo

Remarque : Attention !

Pour les infinis, on applique la régle des signes.

Attention, le produit d'une limite qui tend vers zéro et d'une suite qui tend vers vers l'infini donne une Forme
Indéterminée

Méthode : Lever une indétermination : +00 X 0 Niveau *

On factorise encore souvent chaque facteur par son terme de plus haut degré

Déterminer la limite de la suite (u,,) définie pour tout n € N tel que n > 2 par u,, = (n> — 1) (n — 2).

el =130 el I 0N Y A |


https://link.dgpad.net/WtZY
https://www.dropbox.com/scl/fi/j4ptwbfw91et1bnhdc06i/metho4.pdf?rlkey=r7dp0w181pa8ir0rl59yubgng&dl=0
https://youtube.com/embed/o75tiRquZ0U
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2.3 Limite d’un quotient (propriétés admises) :

Exemple : ler cas : = :
[c9)
Soit (u,,) et (v,) les suites définies pour tout n € N* par u,, = n® et v,, = n.
u . . u STEe:
— = n donc on obtient : lim —2 =400 . E ‘lt"d-@

Uy n—+oo Uy

S o0 h
Exemple : 2éme cas : — :
. 0, . o 2 Vidéo de cours
Soit (u,) et (v,) les suites définies pour tout n € N* paru, =netv,=n
u ) . u
—2 = =~ donc on obtient : lim 2 =0 .
v, n n—+oo Uy

Propriété : Forme indéterminée !

0 A .. z 2z z
Les deux cas — n’'ont pas la méme limite, on ne peut donc pas donner un résultat général pour ce schéma.

C’est une nouvelle forme Indéterminée.

L L . . . S’évaluer
Propriété : Tableau récapitulatif des quotients de limites (admis) :

lim u, = L L| L|ow|o
n—-+o

lim v,=|L#0|oc0| 0| L | o0
n—+00 T

lim 22 =] Z |0 |co|oco|FI
n-+o0o Uy r

Remarque : Régle des signes :

On applique la régle des signes si besoin, selon le signe de L et de I'infini.

Méthode : Lever une indétermination : +00 X 0 Niveau *

On factorise encore et encore (!!) chaque élément par son terme de plus haut degré

2
. . . . o n“+2
Déterminer la limite de la suite (u,,) définie pour tout n € N par u,, = =1

L I -

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 Correction pdf Vidéo de cours

Limites et comparaisons :


https://youtube.com/embed/flWH78EUobU
https://link.dgpad.net/WtZY
https://www.dropbox.com/scl/fi/g2t69axiq0lroh6vcrtkn/metho5.pdf?rlkey=kfkqprk00olmzclzzggl6a4z6&dl=0
https://youtube.com/embed/vKoQkwZNZeY
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3.1 Théoréemes de comparaison (admis)

Théoreme : Théoreme de comparaison

Soit (u,) et (v,) deux suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang N, on a u, <v,, et lim u, =+oo ,
n—>+oo

alors lim v, = +o0 Vidéo de cours
n—+oo

Remarque : évident !

Si une suite est supérieure a une suite qui tend vers l'infini, elle tend elle méme vers I'infini.
Ce résultat qui parait inutile est en réalité trés pratique.
On pourra essayer de comparer la suite qu'on étudie a une suite connue dont on sait que la limite est I'infini.

S’évaluer

Théoreme : Théoreme de comparaison

Soit (u,) et (v,) deux suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang N, on a v, <u,, et lim u, =—oc0 ,
. n—+oo
alors lim v, = —o0
n—->+oo

Méthode : Lever une indétermination avec un théoréme de comparaison. Niveau *

Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par u,, = 3n2 +\/2n3 + 3n2 + 4n + 5.

Correction

3.2 Théorémes d’encadrement ou des gendarmes. (admis)

S’évaluer

Théoréme : Théoreme des gendarmes

Soit (u,), (v,) et (w,), trois suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang N, on a v, < u, < wy,, et lim v, = lim w,=L € R,
. n—+oo n—>+oo
alors lim u, =1L
n—+oo



https://youtube.com/embed/RLIrRCL0-W4
https://link.dgpad.net/YBwE
https://www.dropbox.com/scl/fi/jzgm7d9pj3nm677i00hys/metho6.pdf?rlkey=hgh4zaj6dfys3e6nawsnuuh7h&dl=0
https://link.dgpad.net/HGjk
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Méthode : Lever une indétermination avec le théoréeme des gendarmes. Niveau *

2 . - . . 5+ cos(n
Déterminer la limite de la suite (u,,) définie pour tout n € N par u,, = —()

Correction pdf  Correction en vidéo


https://www.dropbox.com/scl/fi/j0vmupjxxlauxdh5hssds/metho7.pdf?rlkey=p02vse7nqy4ve71fwaceednn4&dl=0
 https://youtube.com/embed/uq1zIDhYg-E
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