Lycée Bellevue lere Spé Maths

Généralités avec les fonctions
et fonctions de références

I NOTION DE FONCTION

1 FONCTION

Définir une fonction f sur un ensemble & de nombres réels, ¢’est associer a chaque nombre x € & un unique
nombre réel noté f(x). On note :

f:92—->R
x> f(x)

— 9 est ’ensemble de définition de la fonction f. x est la variable.
— Le nombre f(x) est I'image du réel x par la fonction f.

— Quand on sait que f(x) =y, on dit que x est un antécédent de y par la fonction f.

Exemple

f est la fonction définie sur I'intervalle [0;+o0o] par f(x) = v/x.

— L’ensemble de définition de la fonction f est I'intervalle [0;+oo.
— L’image de 9 par la fonction f est f(9) = /9 = 3.

— O est I’antécédent de 3 par la fonction f.

2 COURBE REPRESENTATIVE

Soit f une fonction définie sur un ensemble & de nombres réels.
La courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére, est ’ensemble des points M (x;y) du

9
plan tels que *e
y=f(x)

(/

Cy est la courbe représentative d’une fonction f définie sur 7 =| — co;a] U [b;+o00|

Remarque :

Comme chaque antécédent n’a qu’une seule image par la fonction, il ne peut pas exister deux points de la
courbe avec la méme abscisse.

Une telle représentation graphique peut exister.

Mais elle n’est pas celle d’une fonction.

Illustration :
Cette courbe n’est pas la représentation graphique d’une fonction. Plusieurs points ont par exemple pour
abscisse 0.
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3 RESOLUTION GRAPHIQUE D’EQUATION ET D’INEQUATION

Soient C la courbe représentative d’une fonction f et m un réel.

— Les solutions de I’équation f(x) = m sont les abscisses des points de la courbe Cy d’ordonnée m.

— Les solutions de I’inéquation f(x) < m (respectivement f(x) > m ) sont les abscisses des points de la courbe
Cy dont I’ordonnée est inférieure a m ( respectivement supérieure a m )

Y Cy

L’ensemble des solutions de 1’équation f(x) = m est . = {xy;x2;x3}
L’ensemble des solutions de I’inéquation f(x) < m est . =]—o00;x1] U [x2;x3]

4 VARIATIONS

FONCTION CROISSANTE

Dire que la fonction f est croissante sur un intervalle / signifie que pour tous réels x; et x; de /.

Six; <xpalors f(x1) < f(x2)

On dit que la fonction f conserve 1’ordre : les réels de I'intervalle / et leurs images par f sont rangés dans le
méme ordre.

FONCTION DECROISSANTE

Dire que la fonction f est décroissante sur un intervalle [ signifie que pour tous réels x; et x, de 1.

Six; < xpalors f(x1) > f(x2)

On dit que la fonction f change 1’ordre : les réels de I'intervalle / et leurs images par f sont rangés dans un
ordre contraire.
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FONCTION CONSTANTE

Dire que la fonction f est constante sur un intervalle / signifie que pour tout réel x appartenant a /.

f(x) =k ol k est un réel.

TABLEAU DE VARIATION

M= )

On résume les variations de la fonction f a 1’aide du tableau de variation suivant :

X —00 a b +o00

) /M\m/

EXTREMUM

— Dire que la fonction f admet un maximum en a sur un intervalle / signifie que pour tout réel x appartenant
al, f(x) < f(a).
— Dire que la fonction f admet un minimum en a sur un intervalle / signifie que pour tout réel x appartenant

al, f(x) = f(a).

Dans I’exemple précédent : M est le maximum de la fonction f sur I'intervalle | — co; b atteint pour x = a;
m est le minimum de la fonction f sur I’intervalle [a;+o0o[ atteint pour x = b.

I FONCTIONS DE REFERENCE

1 FONCTION AFFINE

DEFINITION

Soit a et b deux réels.
La fonction f définie sur R par f(x) = ax+ b est une fonction affine.

Cas particuliers :

— Dans le cas ou b = 0, la fonction f définie sur R par f(x) = ax est appelée fonction linéaire.

— Dans le cas ot @ = 0, la fonction f définie sur R par f(x) = b est une fonction constante.
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PROPORTIONNALITE DES ACCROISSEMENTS

f est une fonction affine si, et seulement si, pour tous nombres réels distincts, on a :

fla)—f(x)

X2 —X1

VARIATION

Soit a et b deux réels.

— Si a est positif, la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est croissante.

— Si a est négatif, la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est décroissante.

SIGNE DE ax+ b AVEC a # 0

Soit f la fonction affine définie sur R par f(x) = ax+b avec a # 0.
b

f(x) est du signe de a pour les valeurs de x supérieures a ——.
a

Par conséquent, sia # 0 :

f(x)=ax+b signe de —a 0 signe de a

COURBE REPRESENTATIVE

Soit a et b deux réels.
La courbe représentative de la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est la droite & d’équation
y=ax+b.

a<0 a=0 a>0

INEQUATIONS

z N 7

Pour résoudre une inéquation a une inconnue on peut étre amené a étudier le signe d’une expression.

Résoudre A(x) < B(x) équivaut a résoudre A(x) — B(x) < 0.
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TABLEAU DE SIGNES D’UN PRODUIT

Pour étudier le signe d’un produit :
EXEMPLE

Résoudre dans R I'inéquation (2x+3)* < (3x—1)?
Pour tout réel x,

(2x+3)* = (3x—1)*<0

[(2x+3)+ (3x— )] x [(2x+3) — 3x— 1)] <0
(2x+3+3x—1)(2x+3—-3x+1) <0
(5x+2)(4—x) <0

(2x4+3)2 < Bx—1)* &
-~
-~
4

Etudions le signe du produit (5x +2) (4 —x) a I’aide d’un tableau de signe.
On étudie les signe de chacun des facteurs du produit :

2
5x+2<0<:)x§—§ et 4—x<0&=x>14

On résume dans un seul tableau le signe de chacun des facteurs et, on en déduit le signe du produit en utilisant
la regle des signes d’un produit :

X —00 2 4 +00
5
I
Sx+2 — 0 + 4
4—x + + 0 -
|
I
(5x+2)(4—x) - 0 + 0 —
I I

2
L’ensemble des solutions de 1’inéquation (5x+2) (4 —x) <OestS = ] —00; —gI U [4; +00 {

ETUDE DU SIGNE D’UN QUOTIENT

Méthode pour construire le tableau de signes d’un quotient :

Pour étudier le signe d’un quotient :

— On cherche les valeurs qui annulent le dénominateur (valeurs interdites).

— On regroupe dans un tableau le signe de chaque terme.

— On utilise la regle des signes pour remplir la derniere ligne.

EXEMPLE
+7 >0
3x+2

est défini pour tout réel x tel que le dénominateur 3x+ 2 # 0.

Résoudre dans R I’'inéquation

Le quotient >+
€ quotien
d 3x+2
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2 2x+7 2
Comme 3x+2 #0 < x # —3 le quotient 3x + est défini pour tout réel x # —3°
X

2x+7 2x+7
>2& —

3x+2 3x+2
(2x+7)—2x (3x+2)

220

>0
3x+2
2x+7—6x—4 >0
3x+2
- 3—4x S
3x+2 7

, 3—-4
Etudions le signe du quotient *

n a I’aide d’un tableau de signe.
X
On étudie les signe de chacun des termes du quotient :

3 2
3—4x<0<:>x>z et 3x—i—2<0<:>x<—§

lere Spé Maths

On résume dans un seul tableau le signe de chacun des termes et, on en déduit le signe du quotient en utilisant

la regle des signes d’un quotient.

2
La double barre dans le tableau indique que — 3 est une valeur interdite :

W
[ BN RON

3 —4x + +

3x+2 — 0 + 4

3—4x
3x+2 |

3—4x

3x+2

2
L’ensemble des solutions de I’inéquation =>0estS= } —g' —] .

2 FONCTION CARRE

DEFINITION

On appelle fonction carré, la fonction qui a tout réel x fait correspondre le nombre par x?

EXEMPLES

Soit f la fonction définie pour tout x de R par f(x) = x?
Calculer :
fR) ==
f(=3)=--=...
f(O)=---=...

REMARQUES

e Quel est I'image de 3 par la fonction carrée ?
e 4 a-t-il un ou des antécédents ? Si oui, lesquels ?
e 3 a-t-il un ou des antécédents ? Si oui, lesquels ?

e —1] a-t-il un ou des antécédents ? Si oui, lesquels ? PROPRIETES
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PREMIERE PROPRIETE :

— Un carré est toujours positif ou nul. Pour tout réel x, on a x> > 0.

4 A < ‘ 2
— Un nombre et son opposé ont le méme carré. Pour tout réel x, on a x> = (—x)~.

VARIATIONS DE LA FONCTION CARRE

La fonction carré définie pour tout réel x par f(x) = x> est décroissante sur | — co;0] et croissante sur [0; +oo]

TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION CARRE

CONSEQUENCES

< 0 alors a? > b*

— Deux nombres négatifs et leurs carrés sont rangés dans 1’ordre contraire. Sia < b S
a < b alors a® < b?

— Deux nombres positifs et leurs carrés sont rangés dans le méme ordre. Si 0 <

COURBE REPRESENTATIVE

La courbe représentative de la fonction carré f définie sur R par f(x) = x? est la parabole &2 d’équation y = x°.

y S £

REMARQUE :

Si0<a<1alors d® <a.
Sur I’intervalle [0; 1], la parabole &2 d’équation y = x* est au dessous de la droite 2 d’équation y = x.

3 FONCTION INVERSE

DEFINITION

1
La fonction inverse est la fonction f définie pour tout réel x # 0 par f(x) = —.
X
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ENSEMBLE DE DEFINITION

L’ensemble de définition de la fonction inverse est 1’ensemble des réels non nuls noté R*, c’est la réunion de
deux intervalles | — 0o; 0[U]0; 4-00|

VARIATIONS DE LA FONCTION INVERSE

La fonction inverse est strictement décroissante sur chacun des intervalles ou elle est définie.

TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION INVERSE

X |—o00 0 +o0o

fx) \ \

COURBE REPRESENTATIVE

. . . 1
La courbe représentative de la fonction inverse est I’hyperbole d’équation y = —.
X

REMARQUES :

— Pour tout réel a # 0, f(—a) = —é = —f(a).

Les points M (a; f(a)) et M' (—a; f(—a)) sont symétriques par rapport a 1’origine du repere.
L’hyperbole admet I’origine du repere comme centre de symétrie.

1
— On peut rendre f(x) = — aussi grand que 1’on veut, pourvu que x soit suffisamment proche de 0 et positif.
X

On peut rendre f(x) = — aussi proche de 0 que I’on veut, pourvu que x soit suffisamment grand.
X

Graphiquement, I’hyperbole se rapproche de 1’axe des abscisses lorsque x tend vers +o0o (ou vers —oo) , et
de I’axe des ordonnées lorsque x se rapproche de 0.
On dit que I’hyperbole a pour asymptotes les axes du repere.

4 FONCTION RACINE CARREE

DEFINITION 1

Soit a un réel positif. Le nombre +/a est le seul réel positif dont le carré est a.
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DEFINITION 2

La fonction racine carrée est la fonction f définie pour tout réel x appartenant a I’intervalle [0;+oo] par f(x) =

V.
REMARQUE

I1 ne faut pas confondre (\/)_c)2 et Va2 :

— (\/)_c)2 = x seulement pour x > 0.

{Si x > 0, alors Va2 = x.

Si x<0,alors —x>0,dou Vx2=—x.

EXEMPLE
\/(=0,5)* =/0,25=0,5

VARIATIONS DE LA FONCTION RACINE CARREE

La fonction racine carrée définie pour tout réel x positif par f(x) = 1/x est strictement croissante.

Démonstration :
Soit a et b deux réels positifs tels que 0 < a < b :
2
o 6= () = (Vo5) ()

Comme 0 < a < b, alors <\/c_1 + \/l;) > 0. Par conséquent, a — b et <\/_ — \/E) sont de méme signe.

Ainsi, si a — b < 0 alors (\/_ - \/l;) < 0 soit f(a) < f(b). La fonction racine carrée est strictement croissante
sur [0;400].

COURBE REPRESENTATIVE

Résoudre une équation irrationnelle :

On utilise le fait que I’égalité \/a = b équivaut 2 a = b et b > 0.

Exemple : Résoudre I’équation v/x—1=2.

Correction :
On examine les conditions d’existence : x — 1 > 0 c’est-a-dire x > 1.
On résout alors I’équation dans [1 ; +oo.

Vi-l1=2ex—1=2cx—1=4sx=5

Cette solution convient car elle appartient a [1 ; +oo|, donc S = {5}.

%
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Résoudre une inéquation avec racines carrées :

lere Spé Maths

On utilise le fait que 1’égalité \/a < b équivaut 2 a < b* et b > 0.

Exemple : Résoudre I’inéquation /x > 1073,
Correction
On examine les conditions d’existence : x > 0. On résout dans [0 ; +00].

VX>107 & (\/)_c)z > (10_3)2 car la fonction carré est strictement croissante sur [0 ; 00|
Sx>107°

S=]107%; +oo
-

5 FONCTION CUBE

DEFINITION

La fonction cube est la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = x°.

VARIATIONS DE LA FONCTION CUBE

‘ La fonction cube est strictement croissante sur IR.

Démonstration :

Soit a et b deux réels tels que a < b :
— Sia<O0eth>0,alors a® <0etb® > 0donc a® < b>.

— Si a et b sont de méme signe :

Pour tous réel a et b on a
@ —b* = (a—b) (a* +ab+b*)

a et b étant de méme signe, le produit ab > 0 d’olt a + ab + b?> > 0. Par conséquent, a® — b> est du méme

signe que (a —b).
Comme a < b on en déduit que a® < b°.
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COURBE REPRESENTATIVE

6 POSITION RELATIVE DE COURBES D’EQUATION y = X; y =X ET y = Xx°

— Pour tout nombre réel x de I'intervalle [0; 1] : x* <x®> <x < /x.

— Pour tout nombre réel x de I'intervalle [1 ; +oo[ : x<x<x* <’

Démonstration :

ﬁ*r cas : On suppose que 0 < x < 1.

— On multiplie chaque membre de 0 < x < 1 par x : Comme x > 0, I’ordre est conservé :
0<x<1 <= 0<x*<x (1)

— On multiplie chaque membre de 0 < x < 1 par x> : Comme x> > 0, I’ordre est conservé :
0<x<1 <<= 0<¥<¥ (2

— La fonction racine carrée est croissante sur Rt donc 0 < x <1 <= /x < /1 donc \/x < 1.
On multiplie chaque membre par /x :
x<yx (3)

— Avec les inégalités (1) (2) et(3), on obtient :

K 0<x<l=>x<<x<x
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6"‘ cas : On suppose que 1 < x.
1<x <= x<x* (1)

1<x < < (1)

vVx<x (3)

— On multiplie chaque membre de 1 < x par x : Comme x > 0, I’ordre est conservé :
— On multiplie chaque membre de 1 < x par x> : Comme x> > 0, ’ordre est conservé :

— La fonction racine carrée est croissante sur RT donc 1 <x < 1< Vvxdonc 1 < /x.
On multiplie chaque membre par /x :

— Avec les inégalités (1) (2) et(3), on obtient :

lng\/}gxgngf

~
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Synthese des représentation graphique
des fonctions de référerces étudiées en seconde

fla) =
h(x)=x
g(x) = )—1C
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