Lycée Bellevue Fonction exponentielle

I FONCTIONS EXPONENTIELLES DE BASE ¢ (VIDEO 1)
1 FONCTIONS EXPONENTIELLES X — qx , AVEC g >0

Soit g un nombre strictement positif.
La suite (u,,) définie pour tout entier n par u;, = g" est une suite géométrique de raison q.
La fonction exponentielle de base g est le prolongement de cette suite géométrique.

DEFINITION

T ES-L

Soit g un réel strictement positif
La fonction f définie pour tout réel x par f(x) = g* s’appelle la fonction exponentielle de base g.
On admet que cette fonction est dérivable sur RR.

EXEMPLE
La fonction f définie pour tout réel x par f(x) = 0,8* est la fonction exponentielle de base 0,8.
Une valeur approchée de I'image de —5,3 est obtenue a la calculatrice en tapant la séquence :
0.8 A(-5.3).

RELATION FONCTIONNELLE

La fonction exponentielle f de base g > 0 transforme les sommes en produits.
Pour tous réels x et y :

fx+y)=fx) = f(y)

Autrement dit, pour tous réels x et y : g**V = g* x g7’

EXEMPLE :

2,33t =233 x 2,34
Ce qui est découle des propriétés des puissances abordées en college.

CONSEQUENCES
. e 1 4
— |Pourtousréelsxety, g *=—etg* "V =—.
q* q”
1
Eneffet, g* ¥ =g x g *soitl=g*x g *donc qg*#0et g * = ?
qx
Deplus, g* 7V =g* "N =g*x g7V = ~
q

— | Pour tout réel x, g* > 0. ‘

X X X X X 2
Eneffet, g2%2 = g2 x g2 soit g* = (qi) avec g* # 0.

— | Pour tout réel x et tout entier relatif m, (g*)™ = g™~

Propriété usuelle des exposants entiers relatifs.

. 1 . N
— | Pour tout entier naturel n > 0, g» est «la racine n-iéme » de g

1 1 1\
Pour tout entier naturel z >0, comme — x n =1, alors g est le nombre tel que (q ?) =q
n
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Lycée Bellevue Fonction exponentielle T ES-L

EXEMPLE (vidéo 2)

Enoncé : Une entreprise s'est fixé comme objectif de réduire de 30 % ses émissions de gaz a effet de
serre d’ici quinze ans. De combien doit-elle réduire en moyenne ses émissions de gaz chaque année pour
atteindre son objectif?

Correction : Soit % le pourcentage d’évolution annuel moyen des émissions de gaz a effet de serre. On a:

t\P® t y
1+—) =07 < 1+—=0,755
100 100
t 1
— —=0,75-1
100
t

Soit —— = -0,0235
100

Pour atteindre son objectif, cette entreprise doit réduire chaque année, ses émissions de gaz a effet de serre
d’environ 2,35 % .

2 SENS DE VARIATION : VIDEO 3

En continuité avec les suites numériques, on admet que le sens de variation de la fonction exponentielle de
base g avec g > 0 est le méme que celui de la suite géométrique associée :

— Si0 < g<1,lafonction x — g* est strictement décroissante sur R.
— Si g =1, lafonction x — g* est constante sur R.

— Si g>1,lafonction x — g* est strictement croissante sur R.

3 PROPRIETES

0<g<l q>1
La fonction exponentielle de base g est La fonction exponentielle de base g est
strictement décroissante sur R. strictement croissante sur R.
i X - i X lim g*=0et lim g*=+
(m g =+oo et lim g7 =0 S
y y
q L —
!
|
q \ / |
; ;
0 1 x 0 1 X
La fonction fonction exponentielle de base g est convexe sur R
CONSEQUENCE
Si g >0 et q #1, alors pour tous nombres réels a et b: g% = q” si, et seulement si, a = b.
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Il LA FONCTION EXPONENTIELLE : VIDEO 4

On admet que parmi toutes les fonctions exponentielles
de base ¢ il existe une seule fonction dont le nombre
dérivé en 0 soit égal a 1.

Autrement dit, il existe une seule valeur du réel g
telle que la tangente au point A(0;1) de la courbe
représentative de la fonction x — g* a pour coefficient
directeur 1.

1
Cette valeur particuliere du réel g est notée e.
Le nombre e est un irrationnel une valeur approchée est :
e~2,71828. 3 -2/1 3 X
-1+

1 DEFINITION

y=x+1

La fonction x— e* s’appelle la fonction exponentielle de base e ou plus simplement exponentielle.
On la note exp
exp: x— e

CONSEQUENCES

— Lafonction exponentielle est définie pour tout réel x par exp(x) = e*

— exp(0) =e® =1, exp(l) =e! =e, exp(-1)=e! =é ) exp(0,5) =% =/e
— La fonction exponentielle est strictement positive sur R : pour tout nombre réel x, e* >0

— Lafonction exponentielle est dérivable sur R et son nombre dérivé en 0 est 1 : exp’(0) = 1

— Pour tous réels x et y, et pour tout entier relatif m

e
eXty —e¥ x e, e X = ety =2 (ex)m —e/mx

2 DERIVEE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE : VIDEO 5

La dérivée de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle. Pour tout nombre réel x,
exp’(x) =e*

Al

% DEMONSTRATION
Pour tout réel x et pour tout réel

exp(x+h)—exp(x) _ e**h_e* _ e'xell—e* _ x_ e'-1

h#0, h =Tn T hn T€ XT3
eO+h —eb h _
Or exp’(0) = 1 signifie que lim ———— =1 soit lim 1
h—0 h h—0
h
3 . exp(x+h)—exp(x) .. e"-1

Donc pour tout réel x, }ZIII}) P Y P ’llln}) e’ x =e*

3 VARIATION

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R
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Al

# DEMONSTRATION
La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérivée.
Or pour tout réel x, e* > 0. On en déduit que la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.

CONSEQUENCES

— Pourtoutréel x<0,0<e*<1
— Pourtoutréel x=0,e* =1

— Pourtousréelsxety,ef=¢¥ < x=y et e'<e’ =uzx<y

EXEMPLES

1. Résoudre dans R I'inéquation e! 3% < ?*~3

2043 5 1-3x<2Xx+3 < —-5x<2 < x>-2

1-3x
e <e 5

D’ou1 'ensemble solution S =

2
—=; 400
5

2. Résoudre dans R I'inéquation ez

x*-1 0

2
e >l <—=e lzed = x2-120

D’ou I'ensemble solution S =]—oo0; —1] U [1; +00]

4 COURBE REPRESENTATIVE : VIDEO 6

CONVEXITE

La fonction exponentielle est convexe sur R

# DEMONSTRATION
La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérivée.

Par conséquent, la dérivée seconde est exp” (x) = e* donc exp” (x) > 0.

LIMITES

lim e*=0 et lim e*=+o0
X——00 X—+00

e>1lalors lim e”=+oco. Parprolongement, lim e*=+ooc.
X—+00

n—+oo
1 1\" 1\"

e‘”:—:(—) d'ott lim e" = lim (—) =0.
e’ e n——o00 n—+oo \ e

Par prolongement, lim e* =0.
X——00

PROPRIETES

1. Equation de la tangente au point d’abscisse 0: y = x +1
2. Equation de la tangente au point d’abscisse 1 : y = exp/(1) x (x— 1) + exp(1) Soit y = ex

3. Lacourbe représentative de la fonction exponentielle est située au dessus de la droite A d’équation y = x.
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Il EXPONENTIELLE D’UNE FONCTION : exp(u) : VIDEO 7

On considere une fonction u définie sur un intervalle I et la fonction f notée f = e*. exempLEs La fonction
[ définie pour tout réel x par f(x) = €%*=3 Ona u(x)=0,5x—3 avec f=ek

1 DERIVEE

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. La fonction e¥ est dérivable sur I et

ey =e% x u’

EXEMPLES

1. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) =e™*.

Pour tout réel x, on pose u(x) = —x. u est dérivable sur R et u'(x) =—1. Donc f est dérivable sur R et
f'(x)=-e*~.

2. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = e05%° ~2x+1,

Pour tout réel x, posons u(x) = 0,5x% —2x + 1. u est dérivable sur R et u/(x) =x — 2.

Donc f est dérivable sur R et f'(x) =(x — 2)e0'5x2_2x+1.
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