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Logarithme népérien
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Fonction logarithme népérien

1.1 Introduction :

Propriété 1 : Lien avec I'exponentielle :

[s]
o
[s]

frd

Pour tout réel a strictement positif, il existe un unique réel a tel que e* = a (Démontré a
I'aide du TVI puisque la fonction exponentielle est strictement croissante)
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On définit alors une nouvelle fonction appelée logarithme népérien qui a tout réel
strictement positif, associe son unique antécédent par la fonction exponentielle.
On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction

. Vidéo de cours
exponentielle.
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Propriété 2 : Propriété graphique :
Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme népérien sont
symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.

1.2 Définition :

Définition 1
La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur ]0; +oo[ qui a
tout réel x strictement positif, associe le réel y tel que e¥ = x.

x> 0ety=In(x) équivaut a x =¢e” .
Vidéo de cours

Remarque 1
= On note Inx, au lieu de In(x), le logarithme népérien de x, lorsqu’il n'y a pas d'ambiguité.
» e% =1 doncIn(1) = 0. » el =e doncln(e) =1.


https://youtube.com/embed/T39jzSD-EYs
https://youtube.com/embed/u9vXklD6fwM
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1.3 Conséquences immédiates

Remarque 2

1) Pour tout réel x strictement positif, e"* = x. 2) Pour tout réel x,1n (e*) = x.

3) Pour tout réel a > 0, I'équation e* = a a pour unique solution x = Ina.

Démonstration 1
1) Pour tout réel x >0, y=Inx < e’ =x. Soit e"* = x.

2) Pour tout réel x, e¥ =y < x =1In(y) = In(e¥). Soit In (e*) = x.

Méthode 1 : Appliquer la définition :Niveau *

Calculer :
- A:elnS - B:e—an,l ] C:ln(\/g) - D=1n(%)

Propriétés algébriques :

Propriété 3 : Propriété fondamentale :

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a X b) = In(a) + In(b)

Vidéo de cours

Démonstration

Soient a > 0 et b > 0 deux réels strictement positifs,

Par définition de la fonction logarithme népérien : a = e® | b = e"? et a x b = e!™(@xb)
D’autre part, a X b = el?@ x elnb = glnatinb,

D’ol en(@xb) = glna+inb gonc In(a x b) = Ina + Inb.

Propriété 4 : Propriétés déduites de la précédente :
Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif :

. ]n(%):—]na = 1n(%)=1na—1nb * In(a") =nlna . ]n(ﬁ):%]na

Démonstration

1 1
. Soita>0a|orsa>0. Oraxa=1donc

ln(ax l>=ln1 = 1na+1nl=0 = lnlz—lna
a a a


https://youtube.com/embed/p-v4j_Axb90
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= Soienta>0etb>0

a 1 1
ln<z) =ln(a>< E) =lna+lnB =Ilna—-Inb

= Soient a > 0 un réel strictement positif et n un entier relatif,
eln(@”) — gn et etlna — (elna)” = a"
Donc e"(@") = e"In@ &t par conséquent, In (a”) = nlna.

= Soit a > 0 alors (\/E)z = a donc

Ina= ln(\/a)2 =2In+a

Terminale Spé maths

Méthode 2 : Utiliser les propriétés calculatoires du logarithme népérien.

Exprimer en fonction de In2 les nombres suivants :

1

« A=In8 e Bo1n L «c=1 e D=1l
B=1In C 21n16 D 2ln4

16

Méthode 3 : Connaitre les propriétés du logarithme népérien : Niveau **

Soit x > 0. Ecrire le nombre suivant en fonction de In x :

A=-5In(x*)+1In(x*) = In (%)

2.1 Variations :

Propriété 5 : Variations :

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oof.

Démonstration
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.
Par définition de la fonction logarithme népérien : a = e® et b = e"?. Ainsi, e"@ < el"P,
La fonction exponentielle étant strictement croissante, on en déduit Ina < In b.
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Méthode 4 : Etudier les variations d'une fonction exponentielle : Niveau *

Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = e* — 2x

2.2 Conséquences

Propriété 6
Pour tous réels a et b strictement positifs :

= Ina=1nb si, et seulement si, a=>b = Ina > 1Inb si, et seulement si, a>b

Méthode 5 : Résoudre des équations en logarithme :Niveau *

Résoudre dans R : In(3x+1) =1

Méthode 6 : Résoudre des inéquations en logarithme : Niveau *

Résoudre dans R : In(5 — 2x) = In(x + 1)

Méthode 7 : Résoudre des équations/inéquations en logarithme népérien : Niveau **

Résoudre dans R, In(x +3) +In(x —1) >0
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Méthode 8 : Résoudre des équations/inéquations avec des inconnues en exposant : Niveau *

Déterminer I'entier n a partir duquel 3 — 12 X 0.9" > 2.9.

Dérivée du logarithme népérien

Propriété : Dérivée du logarithme népérien

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +oo[

p 1
et pour tout réel x > 0, In'(x) = =
x

Vidéo de cours

Démonstration
« On admet que la fonction In est dérivable sur ]0; +oo].
« Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = e*.
f est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel x > 0, f'(x) = In'(x) x e™* = In'(x) X x.
Or pour tout réel x > 0, f(x) =x d'ou f'(x) =1

1
Ainsi pour tout réel x > 0, In(x) X x = 1 donc In'(x) = e

Méthode 9 : Dérivée du logarithme népérien : Niveau *

Soit f la fonction définie sur R}, f(x) = xIn(x) — x.
Déterminer I'expression de sa fonction dérivée.

n Variations du logarithme népérien

Propriété

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +oo] .


https://youtube.com/embed/lGZ-b0zX7E4?rel=0
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Propriété

D’ou le tableau de variation de la fonction In :

On admet que : =an
x 0 1 e ,%5’.-:2&:!%
+00 + limIn(x) = —co ffmt’d-'.,‘.
x— =Rty .
In(x) / x1>i(r)n In(x) = +oo =] -ﬁ.ﬂ?:!:
O xorpeo V) = Viteok o
—0o0

E Courbe représentative et limites du logarithme népérien

Notons €y, la courbe représentative de de la fonction logarithme népérien.

5
4
3 Propriété : Limites remarquables :
= lim In(x) = —c0
2 x—0
x>0
1 = La courbe représentative du logarithme népérien admet la
0 droite d'équation x = 0 comme asymptote verticale.
S + liminG) =0 i O
x>0 x—=>+00 X
-2 * Pour tout entier n > 1, poyr tout entier n > 1,
_ im x" = . In(x
3 }Cl_rgx In(x) =0 lim ( )=O
x>0 x—+00 X"
—4
—5

Méthode 10 : Etude compleéte d'une fonction logarithme népérien : Niveau *

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = @

1) Déterminer la limite de la fonction f en 0 . On admettra que la limite en +oo est égale 3 0 .
2) Déterminer la limite de la fonction f en +o0.

3) Montrer que, pour tout réel x >0, on a: f'(x) = %2(}6)

4) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.

a) Montrer que la fonction f admet un extremum.
Donner la valeur exacte de cet extremum et une valeur approchée au dixieme.

b) En quelle valeur de x cet extremum est-il atteint ?


https://youtube.com/embed/qyo2NOffLXA
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n Fonction du type Inu :

Propriété
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que, pour tout réel x appartenant a I, u(x) > 0.
La fonction In(u) qui, a tout réel x appartenant a I associe le réel In(u(x)), est dérivable sur I et :

’ u
(In(w) = e

Méthode 11 : Calcul de la dérivée de Inu : Niveau *

Calculer la fonction dérivée de In (x* + 1) sur R.

Méthode 12 : Etude d'une fonction de Inu : Niveau *

On consideére la fonction f définie sur I'intervalle ]-2; 2[ par :

2+ x
f) = ln<2tx)'
On appelle € sa représentation graphique dans un repére orthogonal.
1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
2) Etudier la parité de f. Qu'en déduit-on pour la fonction f?

3) Démontrer que la courbe € admet deux asymptotes verticales que |'on précisera.
4) Etudier le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de variation sur Dy .
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Logarithme décimal

Propriété 7 : Définition :

La fonction logarithme décimal, notée log, est définie sur R} par log(x) = llnn((lxo)).
Méthode 13 : Utiliser les propriétés calculatoires du logarithme décimal.
Sans calculatrice, calculer :
= log(1) = log(10) = 1log(100) = log(0,1) = log(0,01)
Propriété 8 : Propriétés :
= Pour tous réels a > 0 et b > 0, log(ab) = ... .... = Pour tout n € N, log(10™) = ....
= Pour tout réel a > 0 et n €N, log(a") = .... » n=loga < a=..

Propriété 9 : Fonction réciproque :

Le logarithme décimale est la fonction réciproque de la fonction x — 10* :

log(10%) = x et, 10%98(®) —

Remarque 3 : Comparaison des deux logarithmes :
Le logarithme népérien posséde une fonction réciproque simple, contrairement au logarithme décimal. Il est donc
utilisé en priorité par les matheux pour tout ce qui tourne autour de I'analyse (étude de fonctions, équations, ..).
Le logarithme décimal donne des valeurs numériques trés simples pour les puissances de 10, contrairement au logarithme

népérien. C'est donc un bon outil pour mesurer, trés utilisé en physique, chimie, SVT.

Remarque 4

Le logarithme népérien est parfois notée (dans la littérature anglo-saxone notamment) log au lieu de In, tandis que le
logarithme décimal est noté log, ,, ou encore Log.
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