Lycée Bellevue

Droites, vecteurs
et plans de l'espace
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Vecteurs de I'espace

1.1 Translation et vecteurs

Définition 1
On étend a I'espace la notion de vecteur vue en géométrie plane.

= Soient A et B deux points de I'espace.
On associe le vecteur AB a la translation qui transforme A en B.

— -
= Le vecteur AA est appelé vecteur nul, on le note 0.

Propriété 1 : Rappels de seconde :

Deux vecteurs sont égaux s'ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

Terminale spé

Propriété 2 : Egalité de deux vecteurs

= Lorsque la translation qui transforme A en B transforme égale C en D, on dit que les vecteurs AB et CD sont égaux.

» Dire que deux vecteurs AB et CD sont égaux signifie que ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati).

— —
Dans cas cas, AB et CD sont les représentants d'un méme vecteur 1l et on note

ii = AB=CD

= Pour tout point A et pour tout vecteur 1, il existe un unique point M tel que % = AM.

Exemple 1
Dans le cube ABCDEFGH ci-contre :

la translation qui transforme A en H, transforme B en G.
On a alors AH = BG = ii.

1.2 Opérations sur les vecteurs dans I'espace

Propriété 3 : Réegle du parallélogramme
Soient u et U deux vecteurs de I'espace de représentants respectifs
i=ABetU=AC.
La somme des vecteurs il et U est le vecteur noté 1i+0 de représentant
AD tel que ABDC soit un parallélogramme.
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Propriété 4 : Relation de Chasles

—

Pour tous points A, B et C de I'espace, AB+BC =AC.

AB+BC=AC c

Remarque 1

En particulier, AB+ BA = AA = 0. On dit que BA est le vecteur opposé a AB.

Meéthode 1 : Calcul vectoriel de base

A
ABCD est un tétraédre, L
I est le milieu de [AB], J celui de [CD] et O celui de [1J].
a) Démontrer que OA + OB = 201 et OC + OD = 201. b
b) En déduire que OA + OB + OC + OD = 0. B 7 _
Correction
C
Définition 2 : Produit d'un vecteur par un réel
Soient A et B deux points de |'espace et soit k un nombre réel.
Le vecteur AC = kAB est le vecteur défini par :
e Sik>0 « Sik<0
C appartient a la demi droite [AB) et AC = kAB C appartient 2 la droite (AB) mais par a la demi-droite
[AB) et AC = —kAB
A *B > & A g
Ici, AC = 3AB et AC =3 X AB IC|,AC=—§AB et AC = EXAB

Définition 3 : Vecteurs colinéaires

Soient 1 et U de |'espace.
On dit que u et U sont colinéaires s'il existe un réel k tel que U = ki ou 1 = k.

Remarque 2

o N - g =
= Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur u car 0 = 0 u.

= Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement si, ils ont la méme direction.

Propriété 5 : Propriétés des opérations
Soient

e k

il et U deux vecteurs de |'espace et soient k et k' deux réels.
- =2 . - -
u =0 si, et seulement si, k=0 ou u=0
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o k(i+70)=ki+kv o (k+K)u=ki+k'u o k(k'u) = (kk')u

Méthode 2 : Vecteurs colinéaires

On considére un tétraédre ABCD.

a) Construire les points M et N tels que :
P— 1 — —_— —
BM = ZBA et CN = 2BC. b

; by ey . B
b) Démontrer que les vecteurs MC et AN sont colinéaires. .
Correction

Définition 4 : Combinaison linéaire

o - o5 o i '
Soient u, v, w et t quatre vecteurs de |'espace.
- < . - « 7 e - o - . 5 5 / > - - —
On dit que t est une combinaison linéaire des vecteurs u, U et w s'il existe trois réels a, B et y tels que t = au+pv+yw.

Méthode 3 : Combinaisons linéaires

On considére un tétraédre ABCD. On appelle I le milieu
de [AB] et J un point de [CD].

N —
a) A l'aide des graduations réguliéres, exprimer BJ comme

— —
combinaison linéaire des vecteurs BC et BD.

b) En déduire une expression de 17 comme combinaison
linéaire des vecteurs AB, AC et AD.

Correction

Droites et plans de I'espace

2.1 Regles d’incidence

Remarque 3
Les axiomes d'incidence de la géométrie dans |'espace sont des axiomes qui fournissent des relations entre les points,
les droites et les plans de cette géométrie.
= Par deux points distincts de |'espace il passe une et une seule droite.
= Par trois points non alignés A, B et C passe un et un seul plan, noté (ABC).
VeateSisA csoBesonit deuns pointsdistincts d'un plan P, alors B droite (AB) est incluse dans ce plan 2.

s Dans chaaue plan de |'espace. toutes les régles de |la céométrie planes s'appliquent.


https://www.dropbox.com/scl/fi/790ukiymjt7spm9bdjb9n/metho2.pdf?rlkey=mh6xjt54cyn2qubjlf5r05f9m&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/qmad34gmjjuyz8awrkwx7/metho3.pdf?rlkey=wwlnm5rz9s0aje9b9x4uytem2&dl=0
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2.2 Caractérisation vectorielle d’'une droite

Propriété 6
Soient A et B deux points distincts de |'espace.
= La droite (AB) est I'ensemble des points M de |'espace tels que les vecteurs AM et AB sont colinéaires.
Autrement dit, la droite (AB) est I'ensemble des points M tels que AM = kAB avec k € R.
= On dit que AB est un vecteur directeur de la droite (AB) et que (A;A_B) est un repére de cette droite.

Méthode 4 : Démontrer qu’un point appartient a une droite

Soient M, N, P trois points de I'espace non alignés.
N . — 1 — — — —_—
On consideére les poins I et J tels que MI = EMN et NJ = 3MP — 2MN.

Faire une figure et démontrer que le point P appartient a la droite (I1J).

Correction

2.3 Caractérisation vectorielle d’un plan

Propriété 7
Soient A, B et C trois points non alignés de |'espace.
= Le plan (ABC) est I'ensemble des points M de |'espace tels que le vecteur AM est une combinaison linéaire des
vecteurs fﬁ? et A_é'
Autrement dit, le plan (ABC) est |'ensemble des points M tels que AM = xAB +yA_é avec x et y réels.
= On dit que (@;/R‘) est un couple de vecteurs directeurs du plan (ABC) et que (A;/Tfi‘,fﬁ‘) est un repeére de

ce plan.

Illustration 1

Remarque 4
De maniére générale, un plan P peut &tre défini par un point A et deux vecteurs non colinéaires i et U comme
y . Y a__a a_z g - -
|'ensemble des points M tels que le vecteur AM est une combinaison linéaire des vecteurs u et v.
Dans ce cas, on dit que 2 est dirigé par le couple (ii;0) et que (A;1,U) est un repére de ce plan.
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Méthode 5 : Démontrer qu’un point appartient a un plan

Soit ABCD un tétraédre et soit M le point tel que AM = 3BM + CM.
Démontrer que le point M appartient au plan (ABC).

Correction

2.4 Vecteurs coplanaires

Définition 5
Soient 1, U et W trois vecteurs de I'espace tels que i = AB, U= AC, W = AD.

Dire que les vecteurs u, U et W sont coplanaires signifie que les points 4, B, C et D sont coplanaires (c'est-a-dire
dans un méme plan).

Méthode 6 : Démontrer que des vecteurs sont coplanaires

H G
E o F
On considére le cube ABCDEFGH ci-contre. J ; y
U >
; - - - . ! w
Démontrer que les vecteurs ti = AH, U = BC : :
— 51 . !
et w = BF sont coplanaires. yDL----- L __J¢
! ’ I~ .
'’ v Correction
A B

Remarque 5

. o q > o — oz 0 > o — .
Si deux vecteurs parmi les trois vecteurs U, U et W sont colinéaires, alors u, U et w sont coplanaires.

Propriété 8
Soient #, U et W trois vecteurs tels que # et U ne sont pas colinéaires.

Les vecteurs i, U et W sont coplanaires si, et seulement si, W est une combinaison linéaire des vecteurs i et U,
c'est-a-dire s'il existe deux réels x et y tels que W = xu + yuU.

Remarque 6

Lorsque les vecteurs u, U et W ne sont pas coplanaires, on dit qu'ils sont linéairement indépendants ou encore que
la famille (if;U; W) est une famille libre.

Vecteurs, droites et plans de I'espace. 5


https://www.dropbox.com/scl/fi/4u0odexklumpdno21ysho/metho5.pdf?rlkey=tyvsyvp319vvy1xmv4ns45t0a&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/8r4enicqp1x9rc67zqvcr/metho6.pdf?rlkey=wh82trwfufprqwrf3o3on7mss&dl=0
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Méthode 7 : Démontrer que des vecteurs sont coplanaires

On considére le cube ABCDEFGH.
On appelle I le milieu de [EB] et J le milieu de [FG].
Démontrer que les vecteurs A_E AH et IJ sont coplanaires.

Correction

Positions relatives de droites et de plans

3.1 Positions relatives de deux droites

Définition 6

Deux droites de I'espace sont coplanaires si elles appartiennent a un méme plan.

Propriété 9
Soient (d) une droite de vecteur directeur u et (d') une droite de vecteur directeur w.
= Si i et U sont colinéaires alors (d) et (d’) sont paralléles.

= Si 1 et U ne sont pas colinéaires alors (d) et (d’) sont sécantes lorsqu'elles ont un point en commun, non coplanaires

sinon.
Droites coplanaires Droites non coplanaires
G H G |G
E 1 F E 1 F E ! F
| | |
1 1 1
1 1 1
S ol - p=AC ----t-AC
A B A B A B
Les droites (EH) et (FG) sont Les droites (AC) et (BD) sont Les droites (EH) et (GC) sont non
paralléles sécantes en I. coplanaires.
EH et FG sont colinéaires. AC et BD ne sont pas colinéaires. EH et GC ne sont pas colinéaires

Remarque 7

= Dans le plan, deux droites non paralléles sont sécantes.

= Dans I'espace, deux droites non coplanaires ne sont ni sécantes ni paralléles.

3.2 Positions relatives d’une droite et d’un plan

Définition 7

Dire qu'une droite (d) est paralléle & un plan 2 signifie que (d) est paralléle a une droite contenue dans le plan P.

Vecteurs, droites et plans de I'espace. 6
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Propriété 10

Soit 2 un plan de direction (i, 0) et (d) une de droite de vecteur directeur w.

La droite (d) est paralléle au plan 2 si, et seulement si, les vecteurs i, U et W sont coplanaires.

Droite et plan sécants
H G

IS
/
PO

> o

- a
U, U et W non coplanaires

Droite et plan paralleles

H G

ST
o)

----t-gC

J N\
&

S
oo
cl

=

SY!

- — a
U, U et W coplanaires

Méthode 8 : Démontrer que des vecteurs sont coplanaires

ABCDEFGH est un cube. M, N, P et Q sont les points tels

que HQ = ZHG AN = ;AE,

DP = gD_(:‘ et M est le milieu de [AD].

a) Faire une figure.

1
1
b) Expnmer EQ, NP et NM comme une combinaison linéaire !
1

de AB AD et AE.

c) Justifier que EQ = 2NP — 2NM.

Correction

d) En déduire la position de la droite (EQ) par rapport au

plan (MNP).

3.3 Positions relatives de deux plans

Définition 8

Deux plans sont paralléles lorsqu'ils admettent un méme couple de vecteurs directeurs.

Propriété 11 : Positions relatives de deux plans

Plans paralléles

Les plans (ABC) et (EFG) sont
strictement paralléles.

Vecteurs, droites et plans de I'espace.

Les plans (ABC) et (ABD) sont
confondus.

Plans sécants

Les plans (EBC) et (FBC) sont
sécants selon la droite (BC).



https://www.dropbox.com/scl/fi/f0egxx1k1vcogjyl47xj0/metho8.pdf?rlkey=e11kvwg9wlncfs1j1nafrd75j&dl=0
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Méthode 9 : Démontrer que des plans sont paralléles

ABCD est un tétraédre.

Les points I, J et K sont les milieux respectifs

des segments [BD], [CD] et [AD]. B
Justifier que les plans (IJK) et (ABC) sont paralléles.

Correction

n Bases et repéres de I'espace

4.1 Base de I'espace

Définition 9

Une base de I'espace est un triplet (?, f, k) formé de vecteurs non coplanaires.

Remarque 8

Les vecteurs d'une base sont donc non nuls et non colinéaires deux a deux.

Propriété 12

Soit (i, j,k) une base de I'espace.
Pour tout vecteur f, il existe un unique triplet (x;y;z) de
nombres réels tel que :

i =xT+y]+zk

Définition 10

x
Le triplet (x,y,z) sont les coordonnées du vecteur % dans la base (i, j, k). On les note u| y

zZ

Méthode 10 : Déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base.

On considére un cube ABCDEFGH.
a) Justifier que (1473,1477,1@) est une base de I'espace.

b) Déterminer les coordonnées des vecteurs AH et BH dans la base (A_E,A_(:’;A_ﬁ')

Correction
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4.2 Repere de I'espace

Définition 11

Un repére de I'espace est formé d'un point donné O et d’une base (?, f, k).

On note (031, j,k) un tel repére. O s'appelle I'origine du repére.

Définition 12
Soit (O;?,f, E) un repére de |'espace.

= Pour tout point M il existe un unique triplet (x;y;z) de réels tel que OM = xT+ yJ + zk.
= (x;y;z) sont les coordonnées de M dans le repére (O;?,f, k).

X est |'abscisse de M, y est |'ordonnée de M et z est sa cote. On note M(x;y;z).

Remarque 9

Tous les résultats de géométrie plane s'étendent a I'espace par adjonction d'une troisieme coordonnées :

Propriété 13
. = = R ,
Soit (O;i, j,k) un repére de I'espace.
= Si 1 et U ont pour coordonnées respectives (x;y;z) et (x';y’;z’) alors :
- b 7z ! . /. 7 .
= le vecteur u + U a pour coordonnées (x + x";y+y';z+2');
= pour tout réel k, le vecteur kil a pour coordonnées (kx;ky;kz);
» i et D sont colinéaires si, et seulement si, leurs coordonnées sont proportionnelles.
= Si A et B ont pour coordonnées respectives (X4 ;Y4 ;24) et (Xg;Yp;2g), alors :

» Le vecteur AB a pour coordonnées (Xg — X4 ; VB — Va s ZB — Z4)-
X4 + Xp _yA+yB,ZA+ZB>
2 ’ 2 ’ 2 '

= Le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées (

Méthode 11 : Déterminer des coordonnées de vecteurs dans |'espace.

On considére le cube ABCDEFGH de centre O.

a) Justifier que (A;/TB,@,/TE) est un repére de I'espace.

b) Donner sans justifier les coordonnées des points A, B, D et E.

"y Ak ey
;.

)
c) Déterminer les coordonnées des points C, F, G, H, O et P centre de la face BCGF. [B]E:3%
)

d) Déterminer les coordonnées des vecteurs GP et i = —3BO + GE. Correction

Méthode 12 : Démontrer avec les coordonnées que des points sont coplanaires.

On considére le cube ABCDEFGH de centre O. L'espace est muni d'un repére (O;l?,j,k).
On considére les points A(1;0;1), B(2;2;4), C(3;0;5) et D(5;—4;7).

a) Déterminer les coordonnées I du milieu de [AB].

b) Vérifier que les points A, B et C déterminent un plan.

c) Démontrer que les points A, B, C et D sont coplanaires. Correction

Vecteurs, droites et plans de I'espace. 9
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Méthode 13 : Démontrer avec les coordonnées que des vecteurs sont coplanaires.

Dans le repére (O;?,]_': ﬁ),
0 2 -1
On considere les vecteurs i [6| , 0| 4| et w| 1
3 =7 5 Bz
Les vecteurs i, U et W sont-ils coplanaires? Correction

E Représentation paramétrique de droite

Définition 13 : Représentation paramétrique de la droite

L'espace est muni d'un repére (O,?,f,lé.
a
Soit A(x4,Va,24) un point de I'espace et i | b | un vecteur non nul de I'espace.
c
On note (d) la droite passant par le point A et dirigée par u.
Un point M(x,y,z) appartient a la droite (d) si et seulement s'il existe un réel t tel que

X =Xx4 +ta
Yy=ya+tb Démonstration
Z =2y +Ilc

On appelle ce systeme représentation paramétrique de la droite (d)

Méthode 14 : Déterminer une représentation paramétrique d'une droite

Déterminer la représentation paramétrique de la droite passant par le point A(2;1;3) et
1

dirigée par le vecteur u | —3
2

Correction

Méthode 15 : Déterminer une représentation paramétrique d'une droite

On consideére la droite admettant pour représentation paramétrique

xX=5-2t
y=8—-4t ,teR
z=3+t

1) Déterminer un point et un vecteur directeur de cette droite.

Correction

2) Le point de coordonnées (1,0, 5) appartient-il a la droite?

3) Le point B(—1;—4;5) appartient-il a cette droite ?

Vecteurs, droites et plans de I'espace. 10


https://www.dropbox.com/scl/fi/q03n67ltqgaazirnh83pq/metho13.pdf?rlkey=xug4iqotciq0rfcqm8uxupazm&dl=0
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https://www.dropbox.com/scl/fi/d6m2sh67ba0vva27rxzm7/metho15.pdf?rlkey=ke91t06fw36xnbhn2ivjmny9u&dl=0
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