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Déterminer les limites des suites suivantes

1w _nt-2n’+1 3. yp=4n-3x (="
o 2 —3n3
3n + 2 cos(n) 3" —gn
2. =—>2° ) =
Un n+1 4 Zn = i on
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On consideére la suite (u,,) définie par uy, = 1 et, pour tout entier naturel n,

3 1
Uy = Zu” + Zn+ 1

1. Calculer u; et u,. Les exprimer sous la forme d’une fraction irréductible.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

n<u,<n+l

3. En déduire le sens de variations de la suite (u,,) ainsi que

lim u,
n—>+oo

4. Déterminer, en justifiant,

. u
lim 2
n-+oco N

Exercice 3 : Sujet Polynésie 2021 8 points —

On considére la suite (u,) définie par u, = 10000 et pour tout entier naturel n :

U1 = 0,95u, + 200.
1. Calculer u; et vérifier que u, = 9415.

2. (a) Démontrer, a 'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n :

u, > 4000.

(b) On admet que la suite (u,,) est décroissante. Justifier qu’elle converge.
3. Pour tout entier naturel n, on considére la suite (v,,) définie par : v,, = u,, — 4 000.

(a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique .
On donnera sa raison et son premier terme.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n :

u,, = 4000 + 6000 X 0,95".

(c) Quelle est la limite de la suite (u,,) ? Justifier la réponse.
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- Correction -
Corrigé de I'exercice 1
n*—2n+1
1. uy= ——
2—3n3 ©
On reconnait une forme indéterminée o
Soitn e N :
n*—2n3+1
u’l’l
2—3n3
2 1
4
n(l—-=-+—
Gl gr)
n 2
n3(ﬁ — 3)
2 1
1—=4 =
n(1- 2+ =)
2
53
par somme, lim (1-= + —) =1
n—>+oo 2
donc par produit, lim n(l -+ —) +00
n—+0o
lim 3)=—
n_)+m(n3 )- " . .
donc par quotlent de limites, lim u, = -
n—>+oo
3n + 2cos
2. v, = S+ 2c0s(n)
_ n+1
Soitn € N

—1<cosngl
— —2<L2cosn<x?2
—~ —2+4+3n<g2cosn+3n<2+3n
—243n _2cosn+3n _2+43n

< < car n+1>0
n+1 = n+1 S n+1 +
On a montré que,
—24+3n 24+ 3n
VvmneN,— <u, <
n+l " n+1
Soitn e N 5
2431 13
ona: T = 7
" 14 =
2
2+3n ﬁ+3
S 1
" 14 =
2 2
243 —Z 43
or lim Z = lim —Z =3
n—+0o0 1 n—+co 1
1+ = 1+

n
La suite (u,) est donc encadrée par deux suites convergent vers 3.
D’apres le théoréme des gendarmes, on peutzen déduire que Iim u, =3

n—+oo




3. yp=4n-3x (="
Soitn € N

—1<(-D"<1
—3>2-3x(-1)">-3 car —3<0
& —-3<-3x(-1D)"*"<K3
S 4n-3<4n-3xX(-1)"<4n+3

On a montré que,
VneN,4n—-3x(-1)">4n-3
Comme I|im 4n — 3 = +o0, avec le théoréeme de comparaison, la suite (u,,) étant minorée par

n—>+oo

une suite qui diverge en +oo, elle diverge elle méme en +oo.

lim u, = +o00

n—+oo
3N _yn

Zn = 4n _ on

On reconnait une forme indéterminée —

Soitn € N oo

On reconnait des limites de suites géométriques, de raison 0 < g < 1.

3\" 1\"
lim (—) —0et lim (—) =0
n—>+oo \4 . no+oo \2
Ainsi, par quotient :
lim u, =-1
n—>+oo

Corrigé de I’exercice 2

7 41
Calculer u, 4etu2 16
2. On appelle B, la propriété : «n<u, <n+1»
On va montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, que 2, est vraie.

Initialisation :
Pour n =0, comme uy =1,onabien 0 <u, <0+ 1.
La propriété est initialisée en 0.



Hérédité :
Supposons qu’il existe un entier naturel n, tel que %, soit vraie, c’estadirequen < u,, < n+1.
On voudrait démontrer alors que %,,, est vraie, cestadirequen+1<u,,; <n+2.
Soit nN, on part de '’hypothése de récurrence :

niu,<n+1

3 3 3 L D .
i <-u, < Z(n + 1) attention a la priorité de la parenthése.
3 1 3 1 3 1
z _ < Z Z < Z Z
4n+4n+1 < 4un+4n+1_ 4(n+1)+4n+1
7 . 7
n+1§un+1§n+Z§n+2 onutlllse:zsz

l’l+1§un+1§n+2

On a montré que %, est bien héréditaire.
Conclusion :
P, estinitialisée en 0, et héréditaire.
On peut n déduire que par récurrence, X, est vraie pou tout entier n.
Pour tout entier naturel n,on a :
n<u,<n+l

3. Sens de variations de la suite (u,) :
Soitn e N :
On vientde montrerque : n <u, <n+1letdoncquen+1<u,,; <n+2.
Il vient naturellementque n <u, <n+1<u,, <n+2
ce qui implique que u,, < u,;
On vient donc de montrer que pour tout n € N, u,, < u,4;
La suite (u,) est donc décroissante.

Limite de la suite (u,,) :

Comme on a, pour tout entier n, n < u,, < n+ 1 on en déduit que u,, > n pour tout entier n.

Comme lim n = +o00, en appliquant le théoréeme de comparaison,
n—>+oo

on montre que

lim u, =+
n—->+oo

Limite de la suite (%) :

Soitn e N ;
nu,<n+1
u
notn ontlo oy
n n n
1S&Sn+1
n n
1
nll+—
n+1 ( ) 1 . 1
Comme = n =14 —,onaalors Im 1+—-=1
n n n n—->+oo n

La suite (%) est donc comprise entre deux suites qui tendent vers 1.

D’aprés le théoréme des gendarmes, on peut déduire que |lim -2 =1
n—-+oc N
4



Corrigé de I'’exercice 3
On considére la suite (u,,) définie par uy, = 10000 et pour tout entier naturel n :

Up41 = 0,95u,, + 200.

1. ¢ u; =0,95 X uy + 200 = 0,95 X 10000 + 200 = 9 500 + 200 = 9 700.
* U =0,95Xu; +200=0,95X%X 9700 + 200 = 9215 + 200 = 9415.

2. (a)

(b)

3. (a)
(b)

(c)

(d)

On démontre par récurrence, que pour tout entier naturel n : u,, > 4000.
Initialisation : uy = 10000 > 4000 : I'inégalité est vraie au rang 0;

Hérédité : supposons que pour n € N, on ait u,, > 4000, alors par produit par 0,95 > 0, on a
0,95u,, > 0,95 x 4000, soit :

0,95u,, > 3800, et en ajoutant 200 a chaque membre :
0,95u,, + 200 > 3800 + 200, c’est-a-dire u,,,.; > 4000 : la relation est vraie au rang n + 1.

Conclusion : I'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N, elle est vraie au
rang n + 1 : d’aprées le principe de récurrence u,, > 4000 quel que soit le naturel n.

On sait que si la suite est décroissante et minorée par 4 000, elle converge vers une limite
€, avec € > 4000.

Pour n =0, 0onauv, =uy—4000 = 10000 — 4000 = 6 000.

Au choix :

Méthode 1 : pourn € N,on a:
3800

0,95

Upt1 = Upyq1—4000 = 0,95u,4+200—4 000 = 0, 95u,,—3 800 = 0,95 (un
0,95v,.

L'égalité v,,; = 0,95v,, vraie quel que soit n € N montre que la suite (v,,) est géométrique de
raison égale a 0, 95.

Méthode 2 : pour n € N, on a vu que u,, > 4000, donc v,, = u,, — 4000 > 0.
ntl _ Upgr — 4000  0,95u, +200 — 4000

) = 0,95 (u, — 4000) =

v
On peut donc calculer :

v,  u,—4000 u, — 4000
0,951, —3800 _ 0,95u, —3800 _ 095(un=3cc) 0,95 (u, —4000) 0.95
u, —4000 ~  u,—4000 ~  wu,—4000 u,—4000 7

Cette égalité vraie pour tout naturel n, montre que la suite (v,) est géométrique de raison

égale a 0,95.

D’apreés le résultat précédent, on sait que que pour tout n € N,

v, = Ug X 0,95" = 6000 X 0,95".

Orv, =u, —4000 < u, = v, +4000 = 6000 X 0,95" + 4000.

Comme 0 < 0,95 < 1, on sait que lim 0,95" = 0, donc lim 6000 x 0,95" = 0, d’ou
n—+oo n—>+oo

lim wu,, = 4000 (par somme de limites).

n—->+oo

4. u, est égal au nombre d’individus de I'espéce animale au rang n; d’apres le résultat précédent ce
nombre va diminuer et se rapprocher de 4 000 soit moins de la moitié de la population initiale : le
responsable a raison.



