Lycée Bellevue

Limites de fonctions
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Limites finies a I'infini

Terminale spé

Activité 1 : Conjecturer des limites finies en +o0

Conjecturer graphiquement les limites en +oc0 et en —oo des quatre fonctions représentées ci-dessous.

Correction

Activité 2 : Animation Géogébra

Déplacez les curseurs rouge des activités Géogébra.

Essayez de compléter la phrase :
"Dire qu’'une fonction admet une limite I quand x tend vers +o0

Of

Activité Géogébra 1

signifie ..."

1.1 Définition et premiére propriété :

Activité Géogébra 2

Définition 1 : Notion de limite

Soit f une fonction définie sur un intervale I. Soit | € R.
On dit que la fonction f admet pour limite [ lorsque x tend vers +oo

si f(x) prend des valeurs aussi proches de [ que I'on souhaite pourvu qu’'on prenne des x assez grand.

On note : lim f(x)=1
X—>+0o0
On dit aussi que f(x) tend vers | quand x tend vers +oo .

Remarque 1

On peut avoir le méme phénoméne quand x tend vers —oo et avoir lim f(x) =1
X—>—00
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https://www.dropbox.com/scl/fi/1u3d3tlf5uvej5x9i1sao/act1.pdf?rlkey=woat2819nj3otlazdx62imtim&dl=0
https://www.geogebra.org/m/hScf98fw
https://www.geogebra.org/m/DAjxMqMk
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Exemple 1

On conjecture ici que la limite en +oc0 et en —oo de la fonction représentée est 4.
On note lim f(x)=4et lim f(x)=4
X—>—00 X—>+00

Définition 2 : Définition mathématique
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +oo[ ot a € R. Soit [ un réel.

f admet pour limite I en +o0 si :
Pour tout intervalle ouvert I tel que [ € I, il existe un réel A tel que pour tous les réels x > A , f(x) €I

lllustration
y
Définition 3 : Pour les matheux !!
=
I ¢
r lim f(x)=1 < Ve>0,34A e R,Vx > A, |f(x)-]| <€
X—>+00
Propriété 1 : Limites finies de fonctions de références :
Quelle que soit I'intervalle ouvert I sur |I'axe e lim 1 =0 o lim 1 =0
x—+00 X x——o00 X

des ordonnées, on trouvera toujours réel A, tel
qu'apres cette valeur, toutes les images soient dans

I'intervalle.

Plan de Travail
39 p 178 O

1.2 Asymptote horizontale

Définition 4 : Asymptote horizontale
Soit I € R et soit € la courbe représentative d'une fonction f dans un repére. On dit que la droite d'équation y =1

est asymptote horizontale a la courbe € : en 400, si lim f(x)=Ileten —oo, si lim f(x) =1
X—>+00 X—=>—00
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https://link.dgpad.net/s2k6
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Exemple 2

A
Asymptote horizontale d'équation y =2

p

> Animation Géogébra

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Dans cette situation, on a lim f(x) =2, la courbe admet donc une asymptote horizontale d'équation y = 2.
X—+00

Plan de Travail
19p176 0 20p 176 O

Limites infinies a I'infini

Définition 5 : Limite en +o0 lllustration
f admet pour limite +00 en +oo si pour tout intervalle
ouvert [M; +oo[ ol M est un réel,

il existe un réel A tel que pour tous les réels x supé-
rieurs a A, f(x) €]M;+oo] .
On note alors lim f(x) = +oco

X—>+00

On dit aussi que :

f(x) tend vers +o0 quand x tend vers +co. Cr

>
>

Quel que soit le nombre M, on trouvera toujours un
Définition 6 : Pour les matheux!! réel A, a partir duquel toutes les images seront
lim f(x) = +oo strictement supérieures 3 M.
X—>+0c0
="

VM € R,3A € R,Vx > A, f(x) > M

Méthode 1 : Déterminer la limite d'une fonction en +o0

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = (x —1)* + 1.
1) Est-il vrai qu'il existe un réel x, tel que, pour tout x > xq, f(x) > 1007

2) Démontrer que, pour tout réel A > 1, I'intervalle JA;+oo[ contient toutes les
valeurs f(x) pour x assez grand.

3) Que peut-on en déduire pour la fonction f7?

Plan de Travail
38 p 178 O
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https://www.geogebra.org/m/zxNJj6Cb
https://link.dgpad.net/GgDR
https://www.dropbox.com/scl/fi/vlnsi839iuvg21olnp0d3/metho1.pdf?rlkey=fgmqsenvzali520x4o0l8shd4&dl=0
https://link.dgpad.net/9aD8
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Définition 7 : Limite en —o0
f admet pour limite —co en +o0 si pour tout intervalle | — co; M[ ot M est un réel,
il existe un réel A tel que pour tous les réels x inférieurs a A, f(x) €] — oco; M|
On note alors lim f(x) = —c0 .
. . X2+
On dit aussi que f(x) tend vers —oo quand x tend vers +oo.

Remarque 2 : idem en —oo

On définit de la méme maniére lim f(x) .
X—>—00
Il s'agit de la principale différence avec les suites : pour les suites, I'indice n ne pouvait que tendre vers +o00. Dans le

cas des fonctions, le réel x peut aller vers +00 mais aussi —oco et d'autres valeurs réelles entre les deux, comme nous
le verrons plus tard dans ce chapitre...

Exemple 3

-4 = 0 2 4

On a représenté la fonction exponentielle. On a clairement : lim f(x) = +o0
X—>—00

Remarque 3 : Limites et monotonie ne sont, en général, pas liées.

On peut montrer que pour la fonction f définie sur R par f : x — x + cos(x)

ona: llm f(x) =+ et 11m f(x) = —o0 mais que cette fonction n'est pourtant pas croissante.
X—>

On retient donc qu'une fonction peut tendre vers +oo sans étre forcément croissante.

Propriété 2 : Limites remarquables en oo

Soit n un entier naturel non nul.

. . 1
lim x" = +o0 lim — =0
X—+o0 X—+00 X1
Si n est pair, lim x" =+ Si n est impair, lim x" = -
X——00 X—>—00
lim vx =+ lim e* =400 lim e*=0
X—>+00 X—>+o0 X—>—00

Illustration

Il 'est important de visualiser les courbes représentatives de ces fonctions.
Celles-ci vous permettront de bien garder ces limites usuelles en téte.
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. 1 .
x = x", n pair X = —, n pair x—e
X

| -

. . . 1 . .
x — x", n impair X — —, n impair XX
xl’l

\_

Limites en un réel

Définition 8 : lim f(x) = +o0
xX—a
Une fonction f a pour limite +0c0 en a, si tout intervalle ]M; +oo[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez
proche de a. On note alors :

lim f(x) = +o© et de fagon analogue lim f(x) = —c0
X—a X—a

lllustration
A
L;/ 771
4
v
v
Z Cette définition traduit I'idée que les valeurs f(x) finissent, pour
24
t des valeurs de x de plus en proches de a, par dépasser n'importe
t quel réel A, aussi grand soit-il : quel que soit le nombre réel A
24
2 aussi « grand » soit-il), il existe un réel a > 0 tel que pour tout
A ST ( g ), que p
Lo x €lasa+af, f(x) €]A;+oo[.
R Cy
| |
aa+a g
Exemple
A 1
71 l
|
6 + |
|
1 |
> ! Dans cette situation, la fonction étudiée est définie sur ]2; +oo].
4 + . oD .o s s
| La fonction tend vers l'infini quand les antécédents se rapprochent
3+ | .
! de 2. On note : lim f(x) = +o0
24 : X2
14 :
|
+ } + + —>
0p 1 2 3 4 5
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Méthode 2 : Déterminer une limite en un réel.

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = =

a) Soit A un réel strictement positif. Démontrer que l'intervalle ]A; +oo[ contient
toutes les valeurs f(x) pour x assez proche de 0.

b) En déduire la limite de f en 0.

Correction

Exemple 4 : Limite a gauche et limite a droite

Dans cette situation, la fonction étudiée

BN

n'est pas définie en 2 et les limites
gauche” et "a droite” sont différentes.

=NWR OO 0

[l est impossible de définir lim f(x)

\ 4

o
Il faut distinguer la limite quand X — =2
par valeur inférieure, et la limite quand

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| Il Il Il
5[’. 3 4 5
|

|

|

! .
| X — —2 par valeur supérieure.
|

|

|

Méthode 3 : Déterminer une limite en un réel.

Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) = =
a) Soit A un réel strictement positif. Démontrer que l'intervalle ]A; 4+oo[ contient

toutes les valeurs f(x) pour x assez proche de 0.

b) En déduire la limite de f en 0.

Correction

Notations : Limite a gauche et limite a droite

Dans la situation de I'exemple, on note :

lirr% f(x) quand x — 2 par valeur supérieure et lin%f(x) quand x — 2 par valeur inférieure.
X—> xX—

x>2 x<2
On a donc :

lim f(x) = —0 et lim f(x)=
xX—2 xX—2
x<2 x>

3.1 Asymptote verticale :

Définition
Soit a un réel, C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére.
On dit que la droite d'équation x = a est asymptote verticale a C si la limite a droite ou la limite 3 gauche de f en

a est +o00 ou —©
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https://www.dropbox.com/scl/fi/w7rrsu3bqtgblq0yqdfir/metho2.pdf?rlkey=tgeg2r5eberbb4jfdjqntyypm&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/w7rrsu3bqtgblq0yqdfir/metho2.pdf?rlkey=tgeg2r5eberbb4jfdjqntyypm&dl=0
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Exemple
5
4
. 3
Asymptote verticale
/ . 2
d’'équation x = =1 )
-4 -3 -2 T+ 1 > 3 4 5
Asymptote verticale

-2

s d'équation x =2
—4
-5
-6

Dans cette situation, la fonction représentée admet deux asymptotes verticales, d'équation x = —1 et x = 2

Méthode 4 : Déterminer des équations d'asymptotes

f est une fonction telle que : lim f(x)=—4, lim f(x) =400, lim f(x) = —0 et lim f(x) = +0
e xoe 3 e

Déterminer ses éventuelles asymptotes, en donner leur équation.

Correction

Méthode 5

On considéere une fonction f dont le tableau de variations est donné ci-dessous.

X —0 -3 2 +o0

f() T T~

-1 2

Correction

a) Quel est I'ensemble de définition de f7?
b) Quelles sont les limites données dans ce tableau ? Interpréter graphiquement ces résultats.

c) Proposer une courbe pouvant représenter la fonction f.

Plan de Travail
Asymptotes : 17 p 176 [J 18 p 176 U 21 p 176 UJ

Limites : 44 p 176 0 46 (1-2-3) p 179 O 48%** p 179 [
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https://www.dropbox.com/scl/fi/2gkvw7cz3x2u9e7vlvmc7/metho3.pdf?rlkey=s6y1uenchwqea89q3pa30clix&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/j6awighjgetpqw5jqkxvg/metho4.pdf?rlkey=jrvjuagw2djz0900wxeelwioi&dl=0
https://link.dgpad.net/4VAy
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n Opérations sur les limites

Propriété 3 : Comme pour les suites.

Les résultats concernant les opérations sur les limites de suite (somme, produit quotient) sont applicables aux limites

de fonctions lorsque x tend vers +0o0, —oco ou un réel a.

7 o4 o2 . (%) 0
On rappelle qu'il y a quatre formes indéterminées qui sont « co — oo », « 0 X co», « — » et « o™
00

Méthode 6 : Limite en une valeur d'une fonction continue

Calculer lim x% — 3
xX—2

Méthode 7 : Limite d'un polynéme en l'infini

Calculer lim x3 +4x% +6x+2

X—=>+0o0

Méthode 8 : Limite d'un polynéme en I'infini

Calculer lim x3 +4x%* 4+ 6x+2

X—>—00

Méthode 9 : Somme de limites

. 1
Déterminer la limite en +oco de la fonction f définie sur R* par f(x) =x+3 + <

Méthode 10 : Limite d'un quotient

Déterminer la limite en 2, a gauche et a droite, de la fonction définie sur R \ {2}

2x+1
par : f(x) = 5

Correction
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https://www.dropbox.com/scl/fi/hfq2dsxmqr1zf3zgebrqq/metho8.pdf?rlkey=5d3yu7swdh4qq8kcbfpu2qnir&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/jy61nxmwxtlosabrlq0is/metho9.pdf?rlkey=jocu6l3a7rpx5v6qlpkv1weiu&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/9q308m3589mt7fdbz8vmf/metho10.pdf?rlkey=lsx8r5looq7jlohwh1mfjahgd&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/57zhp1k67imra9vftmd3t/metho11.pdf?rlkey=guotes501uxq48fszty84h4fr&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/9049o6tf4ztwpzzl59xkg/metho13.pdf?rlkey=ncailtma9urrcjqv02umfn9vh&dl=0
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Méthode 11 : Limites aux bornes du domaine

Déterminer les limite azux bornes du domaine de définition de la fonction définie sur
x —_—

11; +oo[ par: f(x) = T

Correction

Propriété 4 : Fonction polynéme

Quand x tend vers +00 ou —oo, un polyndme admet la méme limite que son terme de plus haut degré.

Plan de Travail
Calculs de limites : 24 p 177 0 25p 177 O 27 p 177 [

52 p 180 00 55 p 1800

E Composition

Propriété 5 : Composition de fonctions
a, b et c désignent soit des réels, soit +00, soit —co. Soient f et g deux fonctions.
lim f(x)=b

x—a i =NG
)lfin%g(X)zc alors )lcl_r)rtllg(f(x)) @

Méthode 12 : Uriliser la composition de fonctions pour déterminer une limite

Calculer lim +/5-—4x
X—=>—00

Correction

n Comparaison et limites

Propriété : Théoreme de comparaison :

Si f et g sont deux fonctions telles que : Pour x assez grand, f(x) > g(x) et lim g(x) = +oo Alors lim f(x) = 4+
X—>+00 X—>+00

Remarque : La méme chose en —co

Si pour x assez grand, f(x) < g(x)etsi lim g(x) = —oco alors lim f(x)=—co
X—+00 X—+00

Limites de fonctions 9


https://www.dropbox.com/scl/fi/kum3k9fmjemkfwm9juqfp/metho7.pdf?rlkey=j5vhh73pv0w6p9dxmck1l0obr&dl=0
https://link.dgpad.net/PWmg
https://www.dropbox.com/scl/fi/qhavorztqdaskqo62w8qq/metho5.pdf?rlkey=4rejor9tfad0cjq3wa8q2us89&dl=0
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Méthode 13 : Limite d'un quotient en une valeur

Déterminer la limite en +o0o de la fonction définie sur R par : f(x) = x4+ 3cosx

Correction
Propriété : Théoreme des gendarmes :
Si f, g et h sont des fonctions et [ un nombre réel tel que :
o Pour x assez grand, g(x) < f(x) < h(x)
o« lim g(x)=1let lim h(x)=1 Alors lim f(x) =1
X—+00 X—+co X—+00

Méthode 14 : Attention aux gendarmes

Déterminer la limite en +oco de la fonction définie sur R par : f(x) = %
Plan de Travail
Théorémes de comparaisons : 32 p 177 [0 77 p 183 [J
Cas de la fonction exponentielle
Propriété
Limites finies de fonctions de références : lim e* = +oo lim e* =0

X—=>+0o0 X—>—00

Méthode 15 : On se fait une expo?

e*—1
Calculer a) lim (2x—3)(e*—1) b) lim c) lim e*™3x
) x—>+oo( X ) ) x>+ €X + 1 ) X——00
Propriété
. . , . er . X . e¥—1
Propriété des croissances comparées : lim — =+ . lim xe* =0 o lim =1
x—+o0 X X——00 x—0 X
Remarque
ex
Pour tout entier naturel k non nul, lim — = +oco et lim x¥e* =0
X—>+00 xk X—>—00

Limites de fonctions 10


https://www.dropbox.com/scl/fi/h4fbnk17mws4imtkngzj8/metho14.pdf?rlkey=7lhowlmcjbjblutbun72qksf3&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/g8vjuhlpbhfxnfkfv7wg6/metho15.pdf?rlkey=lj8skdqaud6m54w6ngilk6rnu&dl=0
https://link.dgpad.net/dxnW
https://www.dropbox.com/scl/fi/pf2zr9najs9194ruq16wd/metho16.pdf?rlkey=lukj84vxw0i9bvuffap50q67p&dl=0
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Méthode 16 : C'est qui le plus costaud 77

On retient que la fonction exponentielle croift en +oco bien plus vite que toute fonction puissance.

2
. . ox*=3
Calculer 3) lim e* — 5x2 b) lim (—x?+ 1)e* c) lim
X—+00 X——00 X—=>+0o0 ex

Plan de Travail
Exponentielle : 31 p 1770 33 p 1770 86 p 17701

Syntheése : 87 p 184 [ 88 p 184 [1 89 p 184 (190 p 184 [J
91 p 184
Prépa Bac : 106 p 189 [ 107 p 189 [
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https://www.dropbox.com/scl/fi/pqwtyx34l2si2gec7fhc7/metho17.pdf?rlkey=2s1dvpej0nqt7hre4dzpk6uw8&dl=0
https://link.dgpad.net/VBjX
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