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Limites de suites
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Approches de la notion de limite d’une suite :

Activité 1 : Représentation graphique d'une suite définie par une fonction

On a représenté ci-dessous, la fonction f définie sur [0;9] par f(x) =+/x + 2 et la droite d'équation y = x.
En déduire la représentation graphique des premiers termes de la suite u définie pour tout entier naturel n,
Upp = \/m dans ces deux cas distincts :
Dug=1 2 uy=5
Que peut-on en déduire sur le comportement de la suite pour de grandes valeurs de n?

5

A

1 Correction

Activité 2 : Conjecturer graphiquement des limites de suites

A partir des représentations graphiques, conjecturer si la suite représentée peut ou non avoir une limite finie.

Si oui, en donner la valeur.
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https://www.dropbox.com/scl/fi/rcqp0zb0d8ictxjdyplsz/act1_corr.pdf?rlkey=imkcokbhnj9hij0h0vgjed2kq&dl=0
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En Vidéo : Le cours

Plan de Travail
En classe : exo 17 p 144 [1 exo 18 p 144 [J exo 19 p 144 [

exo 20 p 144 [ Activité 1 [J

Limite d’une suite

2.1 Limite infinie

Activité 3 : Animation Géogébra

En faisant évoluer le parametre A observer le paramétre p et la zone dédiée.
Essayer de déduire la définition d'une limite infinie d'une suite.

Activité 4 : Conjecturer une limite finie.

Conjecturer la limite de la suite (u,,) définie sur N par u,, = 2n + 1.
Est-il possible de trouver un rang n, tel que u, > 1000000 ?

Correction

Définition 1 : Limite infinie
Soit (u,) une suite réelle.
= On dit que u, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo si, pour tout réel A, I'intervalle [A; +oo[ contient tous les
termes de la suite (u,) a partir d'un certain rang.
Autrement dit, il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier n > N, on a u, > A.

On note alors lim u, = +o0
n—->+oo

= On dit que u, tend vers —oo lorsque n tend vers +oo si, pour tout réel A, l'intervalle | — oo; A[ contient tous les
termes de la suite (u,) a partir d’un certain rang.
Autrement dit, il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier n > N, on a u, < A.

On note alors lim u, = —o0
n—->+oo

Remarque : Pour les matheux!!

La méme définition de la limite en +o00 en langage mathématique donnerait : VA € R, AN e N,Vn € N,n > N,u,, > A

Attention
= Une suite qui tend vers +o0o n'est pas forcément croissante.

= |l est également faux de dire qu'une suite qui est strictement croissante tend forcément vers +oo0.
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https://youtube.com/embed/GZnXze0Uh9Q
https://www.geogebra.org/classic/h9htg6nk
https://www.dropbox.com/scl/fi/qo4l2kyj91mnoq8sk9glf/metho1.pdf?rlkey=ude5dfvx8085i91jrvkizevca&dl=0
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Méthode 1 : Premier calcul de limite

Fixons un réel A. Démontrer que l'intervalle ]A; +oo[ contient, a partir d'un certain
rang, tous les termes de la suite (u,,), définie pour tout n, par u, = n?.

Que peut-on en conclure?

Correction

Plan de Travail
En classe : ex0 22 p 144 [ ex0 23 p 1441 Autonomie: Exol [0 Exo2 0 Exo3 O

2.2 Limite finie : suite convergente

Activité 5 : Approche de la démonstration d'une limite finie.

—5n

——— . Quelle semble étre la limite de la suite (u,)?
10n + 2 Q (un)

Pour tout n € N, on pose u, =

Activité 6 : Animation Géogébra

oF7:q0

En faisant évoluer le paramétre ¢ observer le paramétre p et la zone dédiée.
Essayer de déduire la définition d'une limite infinie d'une suite.

Définition 2 : Limite finie
Soit (uy,) une suite réelle et [ un réel.
On dit que u,, tend vers [ lorsque n tend vers +oo si, pour tout € > 0, I'intervalle ]l —¢,1 + €[ contient tous les termes
de la suite (u,) a partir d’un certain rang.
Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un entier N tel que, désque n > N,onal—e<u, <l+e.

On note alors lim u, =L
n—+oo

Remarque : Pour les matheux!!

Une définition mathématique de la convergence d'une suite (u,,) vers un réel Lest : Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |u,,—1| <¢€

Illustration

On a représenté graphiquement une certaine suite (u,,) ci-dessous.

X
I N < CUUN T
l+ === 'E""'?'"":""zg"‘;‘"""'X"'V'X'Z(' )&‘-x-‘.x. 'x")("‘x"x'x"X‘ '{ =
= X A
4444444444 x
N=7

La suite (u,) semble tendre vers 2.
Par exemple, pour € = 0,4, tous les termes de la suite sont dans l'intervalle ]2 — ¢;2 + ¢[, soit ]1,6; 2,4[ a partir du
rang 7. Ce raisonnement vaut pour n'importe quel €, aussi petit soit-il.
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https://www.dropbox.com/scl/fi/080n41sxfwbk7kpcnkk7a/metho4.pdf?rlkey=08u7d9xnadl5wbeczj3knszy3&dl=0
https://www.geogebra.org/classic/CU68uNMx
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Méthode 2 : Déterminer une limite finie. Pour les matheux !!

.. 1
Soit la suite (u,) définie sur N par u, =1 — .

Appliquer la définition pour prouver sa limite :

Correction

Plan de Travail
En classe : exo 21 p 144 [] exo 43 p 144 ] exo 44 p 144 1

Définition 3 : Suite convergente

On dit qu’une suite qui admet une limite finie I € R converge vers L.
On dit aussi qu'une telle suite est convergente

Vidéo de cours

Exemple

. . e 1
On peut dire que la suite définie pour n € N par u, =1 — 5, converge vers 1. On note

: lim u, =1.
n—->+oo

Définition 4 : Suite divergente

Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

Exemple

On a vu précédemment que la suite (u,,) définie sur N par u,, = 2n + 1 a pour limite +oo.
(u,,) est donc une suite divergente. Sa limite n’est pas finie. On peut dire que (u,) diverge vers +oo.

Remarque : Attention !
Une suite qui est divergente n’admet pas nécessairement de limite infinie.
Par exemple, la suite de terme générale (—1)" prend alternativement les valeurs
-1 et 1. C'est une suite alternée, qui n'admet donc pas de limite. Elle est donc

divergente.

S’évaluer

Méthode 3 : Déterminer par le calcul une limite finie. Pour les matheux !

2n+1
4n+5’

Pour tout entier naturel n, on pose u,, =
Déterminer la limite de (uy,).

Correction

Propriété 1

Si une suite est convergente, elle est bornée.
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https://www.dropbox.com/scl/fi/tq7kw6iaqfvzkbobq2e4d/metho17.pdf?rlkey=3tv67d0yzu65pl2bdqr6dw38x&dl=0
https://www.youtube.com/embed/WarWykj_W84
https://link.dgpad.net/e1A8
https://www.dropbox.com/scl/fi/lag6pollvy5qeaa4mrs4x/metho5.pdf?rlkey=sxe6ajpej0eyud007ud4z3sfi&dl=0
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Propriété 2 : Contraposée de la propriété 1

Si une suite n'est pas bornée, elle ne peut pas étre convergente. Elle est donc divergente.

Remarque

La réciproque de la propriété 2 est fausse :
Toute suite bornée n'est pas nécessairement convergente. u,, = sin(n) par exemple.

Plan de Travail
En classe : exo 22 p 144 [J exo 23 p 144 []

2.3 Limites de suites usuelles En Vidéo : Le cours
e
A
4';".64-"
Propriété 3 : Les limites & connaitre &ﬁ" :_’;
P o
v i
lim n=+oo lim n? =+ lim = =0 L REE B ;
n—+oo n—+co n—+oco N E‘,-;y::' 1

Plus généralement, pour tout entier naturel non nul «,

. . 1
lim n*=+4+c et lim — =0.
n—+o0o n—+o0o N%

lim yn =+ lim e" =+ lim e " =0
n—>+4oo n—+4+oo n—>+4oo

Les suites (cos(n)), (sin(n)) et ((—1)") n'admettent de limite lorsque n tend vers +co.

Suites géométriques et suites monotones

3.1 Suites du type (q")

Propriété 4 : Limite de (q")

Soit q un réel. On s'intéresse au comportement de la suite (g") selon la valeur de q.
« Sig>1, lim g"=+4

n—+oo « Si-1<qg<1, lim g"=0
n—->+oo
X T X % 0<g<1
X XXX X X % x
X
X
X o AN 1 0
w X X X o = <qg<
X X %
X
< X
X
« Sig=1, lim q"=1 « Sig< -1, lasuite (¢") n'admet pas de limite.
n—->+oo
Propriété 5 : Autre formulation = Si g> 1 alors la suite (g") diverge vers +oo.

Soit q un réel.

. Sig< — : ny A ' =

Si q-\- 1 alors la suite (q") diverge et n'admet pas E‘:‘--{?.':E

de limite. e t._._.,..d_}

L)

. Si_ " A% Ao

Si —1 < q <1 alors la suite (q™) converge vers 0. _;:’P v
» Sig=1 alors la suite (q") converge vers 1. =] -(i'.‘n..%

Démonstration en pdf Démonstration en vidéo
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https://link.dgpad.net/omUC
https://youtube.com/embed/OaJ8KG5llcQ
https://link.dgpad.net/NuYi
https://www.dropbox.com/scl/fi/yuh5pg8thdlpdjht9wyna/demo3.pdf?rlkey=f4ylzwikddkzp8mmm5dip7o78&dl=0
https://youtube.com/embed/Pc4js3tagv8?feature=shared
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Méthode 4 : Déterminer la limite d'une suite du type (q")

Déterminer la limite des suites ci-dessous, définies pour tout n € N.

=) e

Correction

Méthode 5 : Etudier la convergence d'une suite géométrique

Etudier la convergence de chacune des suites suivantes définies sur N.

= (u,), suite géométrique de raison —3 et de premier terme égal a 4.

= (v,), suite géométrique de raison e et de premier terme égal a —3.

Plan de Travail
Exo4 [0 Exob5 [ Exo6 [J Exo 16 p 141 []

3.2 Suites monotones

Théoreme 1 : (admis)
Soit (u,,) une suite de nombres réels.
= Si (u,) est croissante et majorée, alors (u,,) converge.

= Si (u,) est décroissante et minorée, alors (u,) converge.

Théoréme 2 : Corollaire

= Si (u,) est croissante et majorée par M, alors (u,) converge vers une limite € telle que € < M.

= Si (u,) est décroissante et minorée par m, alors (u,) converge vers une limite € telle que € > m.

Remarque : Attention !!

. 1\"
Soit la suite (u,,) définie pour n € N par u,, =2 — (Z) .

On démontra facilement que (u,,) est croissante et on a pour tout n € N, u, < 5.

On ne peut pas conclure que lim u, =5

n
On peut simplement déduire que si lim u, =1lalors <5
n—->+oo

Théoréeme 3

= Si (u,) est croissante et non majorée, alors (u,) diverge vers +oo.

= Si (u,) est décroissante et non minorée, alors (u,,) diverge vers —co.

Limites de suites 6
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https://www.dropbox.com/scl/fi/8tfs17rlsr2ongqet11tc/metho14.pdf?rlkey=r4cwrdk5tmmpwk54scc2xw3xo&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/f6jbtawy7qz008ou9ezsr/metho15.pdf?rlkey=4btq4ds8ofradkt1varny2qnk&dl=0
https://link.dgpad.net/F5Jw
https://youtube.com/embed/aovGaUOsGWY
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Méthode 6 : Déterminer qu'une suite est convergente.

Soit la suite (u,,) définie par ug = 4, et pour tout entier naturel n, u,,; = -u, + 1.
1) Montrer par récurrence que la suite (u,) est minorée par 2.
2) En déduire que la suite (u,,) est décroissante.

3) Que peut-on en déduire de la convergence de la suite (u,)?

Correction

Remarque

On consideére la suite (u,,) de 'exercice précédent.

On peut a montré que cette suite est donc convergente. On note [ = lim u,.
n—+oo

On a: u,y = -u, + 1. Puisque la suite (u,) est convergente, on peut passer a la limite dans cette égalité.

1
Ainsi, lim wu,,; = lim (—un+1)
n—+oco0 n—+oo \ 2

1 1
Or, lim up,, =let lim (Eun+1>:§l+1.

n—->+oo n—-+oo

. . 1
Ainsi, [ est solution de I'équation x = Ex +1. Onadoncl=2.

Plan de Travail
Enclasse: Exo7 O Exo8 [0 Exo47p 14701

n Opérations sur les limites

4.1 Limite de la somme

Activité 7 : Forme indéterminée d'une somme de limites :

Soit (u,) et (v,) les suites définies pour tout n € N par u, = 2 —n et v, = n — n?
Conjecturer, a la calculatrice si besoin, la limite de chacune de ces limites ?

Propriété 6 : Tableau récapitulatif

On considere deux suites réelles (u,,) et (v,,) et deux réels [; et [,.

lim Uy ll ll ll +o0 —00 +oo

n—+00

lim v, L +o00 —00 +00 —00 —©

n—->+o0

lim (u,+v,) | L+1 +00 —00 +00 —00 Indéterminé
=+

Méthode 7 : Premier calcul simple de limite :

Déterminer la limite de la suite (u,,) définie pour n € N par u,, = n?> —1000.

Limites de suites 7

Correction


https://www.dropbox.com/scl/fi/joyvvc9cll9fphdzfh29x/metho16.pdf?rlkey=2e0yvoim5x7e96hkljz9wj200&dl=0
https://link.dgpad.net/3tJL
https://www.dropbox.com/scl/fi/tkdxwhol7ff2il781mne9/metho2.pdf?rlkey=8af70ub3hrbumqhy6p5ig5mck&dl=0
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Méthode 8 : Calculer la limite d'une somme

Pour tout entier naturel n, on pose u,, = n* + e~ —4. Calculer lim u,
n—+oo

Plan de Travail
en classe : Exo 9 [0 Exo25p 145 ]

4.2 Limite du produit

Activité 8 : Forme indéterminée d'un produit de limites :

. 2
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = =, v, = n et w, = n.
n

Calculer lim (u,v,) et lim (u,w,)
n—-+oo n—+oo

Correction
Propriété 7 : Tableau récapitulatif du produit de limites
On considere deux suites réelles (u,,) et (v,) et deux réels [; et [,.

n—+oo

lim v, L, 00 () ()
n—-+o0o

lim (u,v,) | Ll o (r.s.) oo (r.s.) Indéterminé
n—+oo

r.s. : Régle des signes

Méthode 9 : Déterminer la limite d'un produit de suites.

. 3
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = (ﬁ — 4) x (n? + Zﬁ).
Déterminer la limite de (uy,).

Plan de Travail

enclasse: Exo1l0 [J Exo27p1450] en autonomie: Exoll []
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https://www.dropbox.com/scl/fi/vhshounkr29pkbduvy5f8/metho1.pdf?rlkey=nguy2ygbe7cmbx3ym99jtzq4c&dl=0
https://link.dgpad.net/yPbr
https://www.dropbox.com/scl/fi/9ict7f4rlb2o3mguifcmv/act3_corr.pdf?rlkey=t39d4kaab8u2sqvc3qtsc24dh&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/lag6pollvy5qeaa4mrs4x/metho5.pdf?rlkey=sxe6ajpej0eyud007ud4z3sfi&dl=0
https://link.dgpad.net/WtZY

Lycée Bellevue Terminale spé

4.3 Limite du quotient

Propriété 8 : Tableau récapitulatif des limites du quotient de deux suites

On consideére deux suites réelles (u,) et (v,) telles que (v,) ne s'annule pas a partir d'un certain rang. On considere
deux réels I; et L,, avec I, # 0.

hm un ll ll ll # 0 (¢ 0 0
n—>+0o

lim v, I, #0 00 0% ou 0~ I,, 0% ou O~ 0 00
n—->+o l

lim u—") - 0 oo (rs.) oo (rs.) Indéterminé
n—+oo Un 12

r.s. : Réegle des signes

Méthode 10 : Déterminer la limite d'un quotient de deux suites

2
1+=

= —"M Déterminer la

Pour tout entier naturel non nul n on pose u, 3T n

limite de (u,).

Correction

Méthode 11 : Déterminer la limite d'un quotient de deux suites

. n . .
Pour tout entier naturel non nul n on pose u, = — Déterminer la

e—n + —
. . n
limite de (u,).

Correction

En Vidéo : Opérations avec les limites

Plan de Travail
en classe : Exo 30 p 145 O

F :.:.]':Z:T' i
’E

O

=id

E Formes indéterminées

5.1 Factorisation par le terme dominant

Méthode 12 : Lever une indétermination avec des puissances de n

On utilise souvent une astuce, qui consiste a factoriser par le terme de plus haut degré. Dans

beaucoup de situations, cette stratégie permet au final de "lever” ['indétermination, et de conclure.

Pour tout entier naturel n, on pose w,, = 4n*+2n+3et v, = 3n*+7n—1.
" . . Uy
Déterminer la limite de [ — |.

Un

Correction

Limites de suites 9


https://www.dropbox.com/scl/fi/sxse6a9lni1jsr8jzhrf2/metho10.pdf?rlkey=84r8an7pxdtscsiykn5v7et5k&dl=0
https://www.dropbox.com/scl/fi/97e91yzb41i7h5y4xg3ko/metho11.pdf?rlkey=qidkk2f5v054oez9plfywbk4g&dl=0
https://link.dgpad.net/PBB6
https://youtube.com/embed/fRttMRZeVJQ
https://www.dropbox.com/scl/fi/hrqvkb3ysgpnkrcwtr2bm/metho12.pdf?rlkey=s6830ccukgm62sfbkpvamc3p3&dl=0
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Méthode 13 : Lever une indétermination : +00 X 0

Déterminer la limite de la suite (u,,) définie pour tout n € N tel
2
que n > 2 par u, = (n? —1)( 2)

miT g

Correction pdf Correction vidéo

Plan de Travail
en classe :  Exo 12 [J Exo 31 p 145 [J

5.2 Quantité conjuguée

Méthode 14 : Lever une indétermination avec des racines carrées.

Lorsque I'on est en présence d'une différence de racines carrées \/E— \/E on peut multiplier et diviser par la quantité
conjuguée \/E + \/E

L'objectif est ici d'utiliser I'identité remarquable (x — y)(x + y) = x? — y2. En particulier, dans le cas des racines
carrées, cela entraine que, pour tous réels strictement positifs a et b,

(Va-Voa+Vh)=va -Vb =a-b

Pour tout entier naturel non nul n, on note u, =yn+1—yn-1.

Déterminer la limite de (u,).

Plan de Travail
Exo 13 [ Exo 14 [

QCM n°10

n Limites et comparaisons :

6.1 Théoréemes de comparaison (admis)

Théoréeme 4 : Théoreme de comparaison

F"'i"lEl

Soit (u,,) et (v,) deux suites définies sur N. E”"
o e
Si, a partir d'un certain rang N, on a u, <v,, et lim u, =+o0 , .ﬁr "'i
. n—+oo iy -.| i.‘_'l‘-
alors lim v, = +o0 ,...-....
n—>+oo

Démonstratlon en V|déo

Limites de suites 10


https://www.dropbox.com/scl/fi/j4ptwbfw91et1bnhdc06i/metho4.pdf?rlkey=r7dp0w181pa8ir0rl59yubgng&dl=0
https://youtube.com/embed/o75tiRquZ0U
https://link.dgpad.net/Ltkx
https://youtube.com/embed/FnIrkjI9gew
https://www.dropbox.com/scl/fi/wry4f3ku4bire2omank0f/metho13.pdf?rlkey=ih0rob34uucm005xyylrcdomz&dl=0
https://link.dgpad.net/rqke
https://youtube.com/embed/VMMnj2wsNWc
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Théoréme 5 : Théoréme de comparaison

Si, a partir d'un certain rang N, on a v, < U, et lim u, = —oco0 ,
QCM n°11
alors lim v, = -
n—+oo

Méthode 15 : Lever une indétermination avec un théoreme de comparaison.

Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par u,, = 3n2 + \/2n3 + 3n2 + 4n + 5.

Correction

6.2 Théoremes d’encadrement ou des gendarmes. (admis)

Théoreme 6 : Théoreme des gendarmes

Soit (u,), (v,) et (w,), trois suites définies sur N.
Si, a partir d'un certain rang N, on a v, < U, < Wy, et lim v, = lim w, =L eR,

. n—+co n—+co
alors lim u, =1L
n—+oo

QCM n°12

Illustration

Sur I'exemple suivant, trois suites (u,,), (v,) et (w,) sont représentées. Pour tout entier naturel n, u, < v, < w,. Si
I'on sait que (u,) et (w,) sont convergentes de méme limite, on en déduit la convergence et limite de la suite (v,).

X
X (wn)
(vn) XXX X X X X X X X X o>
J-\------------:---------: -------------------------- - M
>
o . g % X x X X x X X X X X X
4
X (’Ll”.)
X

Méthode 16 : Lever une indétermination avec le théoréme des gendarmes.

Déterminer la limite de la suite (u,) définie pour tout

5+ cos(n) T 1

- - L e
n A

n €N par u, =

Correction pdf  Correction en vidéo
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https://link.dgpad.net/YBwE
https://www.dropbox.com/scl/fi/jzgm7d9pj3nm677i00hys/metho6.pdf?rlkey=hgh4zaj6dfys3e6nawsnuuh7h&dl=0
https://link.dgpad.net/HGjk
https://www.dropbox.com/scl/fi/j0vmupjxxlauxdh5hssds/metho7.pdf?rlkey=p02vse7nqy4ve71fwaceednn4&dl=0
 https://youtube.com/embed/uq1zIDhYg-E
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Plan de Travail En Vidéo : Appliquer les théorémes
enclasse: Exo32p 1450 Exo33p 1450 Exo34p 1450 opT
Exo 35 p 145 0 Exo 36 p 1450 Exo 37 p 145 0 .h. ‘
en autonomie : Exo 15 O Exo 16 O Exo 17 O 'k& _,;
4 ECAT
Exo 18 [J CLE2

Plan de Travail . Sujets type Bac
Exo19 OO Exo20 O Exo21 O Exo22 O

Limites de suites

c S
T @©
a s
V
3

Définiti Exercice 5
ennrtion Calculer les limites des suites ci-dessous, définies pour
. tout entier naturel n.
Exercice 1 N n
Pour tout n € N, on note 1-— (5) 1— ﬁ
1 sinestpremier 1) u, = 2
u, = . . 1_1 ), =14 ——
n®  sinon 5 \/5
A-t-on lim u, = +00? 1=
n—>+oo
E ‘e 2 Exercice 6
ercice . . . . .
xerct L . . Soit n un entier naturel. Déterminer la limite de la
On considere la suite (u,,) définie pour tout n € N par . .
I+ 6 suite (u,) dans chacun des cas suivants.
—_ n n n
n— n+1 ‘ _ 1 _ 1 _ 8
u, = —_ U, = — w,, = —
1) Donner des valeurs approchées au centiéme de " ,{Z:;) 2k 12) 3k " kz:% 4k
U105 U100> U1000
Exercice 7

2) Lasuite (u,,) semble-t-elle convergente?

Quell it s limite? On considére la suite (u,) définie pour tout n € N
uelle serait sa limite ?

3 par:ug =10 et U, = Zu" + 6.
3) Montrer que pourn € N, u,, —3 = ——.
Quel est le signe de cette quantité? n+l 1) Conjecturer le sens de variation de la suite (uy,).
2) Prouver par récurrence que u, > 8 pour tout

neN.

4) Soit € > 0. Résoudre I'inéquation u,, — 3 < ¢, d’in-
connue n € N. Conclure

3) Justifier que, pour toutn € N :
Exercice 3
. — (_1\n 3
Pour tout entier naturel n, on pose u, = (—1)". Upyr — Up = _Zu” +6.
La suite (u,) semble-t-elle avoir une limite?

4) Conclure sur le sens de variation de la suite.

Suites géométriques et suites monotones 5) La suite (u,) est-elle convergente?
Exercice 4 Exercice 8
Calculer les limites des suites ci-dessous, définies pour On consideére la suite (un)ldéﬁnie pour tout n € N
tout entier naturel n. pariup=5 et py = Uy +2
1) u,=-3x% (—l)n 3) wp=5%x1,99"+ 12 1) Prouver par récurrence que, pour tout n € N :
2) v, =1+2%x099" 4 Zn:8+\/§(_§> Up 2 4.
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2) Justifier que, pour toutn € N :

Upy1 — Uy = _Eu” + 2.
3) Conclure sur le sens de variation de la suite.

4) La suite (uy,) est-elle convergente ?

Opérations sur les limites

Exercice 9

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite,

si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel non nul n,

D u, =n?++/n

1
5) un=—6n2+1+ﬁ

1

2) un=ﬁ—n

3 u,=e "+3n 6) u _1+n
1 1 "o

4) un——+ﬁ+n

Exercice 10

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite,
si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel non nul n,

1 3
1) un=(2n+1)(—+2) 6+ =
N D tn = 5
= )= - -—1
Duw=(+3)(m-2) %
3 u, = - n\n X
eh -1+ =
4) u, = 1 6) u, = 1 1
14+ — -
n n

Exercice 11

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite,
si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier
naturel non nul n,

1)un:n2—n 4)un=—2n2— >
1 3 n+1
2 un=(1-7)(2+ 1) s
3+4/n 2 B g
3) u, = 2
= 1
1+5 6) un=(3n+1)(ﬁ—2)

Formes indéterminées

Exercice 12
En factorisant par le terme dominant, déterminer la
limite de la suite (u,) dans chacun des cas suivants.

3n34+2n->5 1-6n*

1 = 4 =

) Un = "5 am ) Un = S
2

2) un:n +1 n2_l
n+3 5) u, = n4

_1-2n " n3+3
3) Un =733 pourn >0

Limites de suites
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Exercice 13
Déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des
cas suivants

1) u,=yn-3 \/n+ 2) u, =
\/ﬁ_vm

Exercice 14

n+2+42n+5

3) up, =

Pour tout entier naturel n > 1, on pose u, =
\/n2 +3n— 2—\/n2 — n — 1. Déterminer, si elle existe,
la limite en +oo de la suite (u,,).

Théoremes

Exercice 15

Soit (u,,) la suite définie pour tout n € N par
. = n? + sin(n).

Démontrer que (u,,) diverge vers +oo.

Exercice 16
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier n par la rela-
2 .

. n* + sin(n)

tion:u, = ———~=
" n+5
n?—1
Montrer que pour tout n > 0, on a u,, > —
2 .
. . n*+sin(n
En déduire lim n”+ sin(n)
n—+oo n+5
Exercice 17
(="

Calculer lim
no+oo N+ 2

Exercice 18

Soit (u,,) la suite définie pour tout entier non-nul n
sin(n?)

par la relation : u,, = 5 — . Calculer lim u,

2\/2 n—+co
Synthése

Exercice 19 : Suite auxiliaire
On consideére la suite (u,,) définie par

uo =1

. 9
Pour tout entier naturel n, u,,; =
6 —u,

1) Calculer u, et u,

2) Montrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln,0<u, <3

3) Pour tout entier naturel n, on pose a,, =

a) Justifier que pour tout entier naturel n,
3a, -1
U, = —.
al’l

b) Montrer que pour tout entier naturel n,

1 .
au41 = a, + <. Pour cela, on exprimera a,,
en fonction de u,,,,, puis en fonction de u,,,

puis en fonction de a,,.
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Exercice 22 : Nouvelle-Calédonie — Aot 2023 - 2

¢) En déduire que la suite (a,,) est arithmétique. On considére la suite (w,,) définie par ug = 3 et, pour

Préciser sa raison et son premier terme. tout entier naturel 1, par : tp,; = 5ty — 41 — 3.

d) Exprimer a, puis u, en fonction de n pour

tout entier naturel n. 1) a) Démontrer que u; = 12.

e) Quelle est la limite de la suite (u,) lorsque n b) ]?etermlner up en détaillant le calcul.
tend vers 400 ? c) ATlaide de la calculatrice, conjecturer le sens

de variation ainsi que la limite de la suite (u,,).

Exercice 20 : Nouvelle-Calédonie — Aot 2023 2) a) Démontrer par récurrence que, pour tout en-

On consideére la suite (u,) telle que uy = 0 et, pour
—u, —4
u, +3 b) En déduire la limite de la suite (u,,).
Soit (v,,) la suite définie pour tout entier naturel n par
1

tier naturel n,ona:u, > n+ 1.
tout entier naturel n, u,,, =

U, 3) On considére la suite (v,) définie pour tout entier

=un+2'

naturelnpar:v, =u, —n-—1.
1) Donner v, Urelnpar:tn = Up =1

. . " , a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique.
2) Montrer que la suite (v,,) est arithmétique. On pré- ) q () est g q

cisera son premier terme et sa raison. Donner sa raison et son premier terme vj.

s . . b) Endéduire, pour tout entier naturel n, 'expres-
3) En déduire une expression de v,, en fonction de n ) P P

. sion de v, en fonction de n.
pour tout entier naturel n

¢) En déduire que pour tout entier naturel n :

4) En déduire que pour tout entier naturel n,
) quep U, =2x5"+n+1.

u, =

n+05 - d) En déduire le sens de variation de la suite (u,,).
5) Déterminer alors lim wu,,.
) n—+oo 4) On considére la fonction ci-

) contre, écrite de maniere in- def suite() :
Exercice 21 complete en langage Python u=3
On considére la suite (u,) définie par uy = 2 et, pour I n=0

' 3u, — 2 et destinée a renvoyer le plus .
tout entier naturel n, up,; = 2u,—1° petit entier naturel n tel que while ... :
3y — 2 u, > 107. u=..

1) On considére la fonction f : x — 1 Recopier | n=n+1

. . - - a) Recopier le programme et

Déterminer le sens de variations de f sur son do- ) P prog return n

. o compléter les deux ins-
maine de définition. p

tructions manquantes.
2) Montrer par récurrence que, pour tout entier na-

turel n, u, > 1 b) Quelle est la valeur ren-

voyée par cette fonction?

3) Pour tout entier naturel n, on pose v,, = —
y—

a) Montrer que pour tout entier naturel n,
Unt1 — Up =2

b) En déduire une expression de v,, puis de u,,
pour tout entier naturel n

c) Déterminer alors lim u,.
n—->+oo

Acces corrections
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(Correction)

Corrigé de I'exercice/l]

Cette suite tend pas vers +o0. En effet, on rappelle qu’il existe une infinité de nombres premiers, et donc une infinité de
valeur de n pour lesquels u,, = 1. Prenons en particulier A = 2 dans la définition de la limite infinie. On a donc que, pour
tout N, il existe un rang n > N tel que u,, < 2 : il n’est pas possible d’avoir tous les termes de la suite supérieurs a 2 a partir
d’un certain rang. La limite de la suite ne peut donc étre +co.

Corrigé de I'exercice2]

3006 . . .

Onauy = = 3.272, Ujgp = oL = ~ 3.030, U999 = TooL = 3.003. Il semblerait que la suite (u,,) soit convergente, de
limite 3.

3 6 3 1 3 6—3n—-3 3
Pour n € N;un -3 = 3”_:-1 - (:_:_1 ) Sl p— ln =1 Puisque cette valeur est positive, on a |u,, — 3| =
T ntl 3 1 1 3
Soite > 0.On a |u,, — 3| <E¢—>— <to nt > —®n> =-1

+§ 3 €

Ainsi, pour tout € > 0, dés que n > = — 1, on a |u,, — 3| < €. Ainsi, la suite (u,,) est convergente et lim u, = 3.

n—->+oo

Corrigé de I'exercice 3|

Les termes de rang pair de cette suite valent 1 alors que les termes de rang impair valent -1. Cette suite n’admet pas de limite.
Corrigé de l’exercice@]

a.Onsaitque lim n? = +c0, lim 4/n = +oo.

n—+o0o n—+oo
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim n? +4yn=+w
n—+oo
. . 1 .
b.Onsaitque lim — =0et lim —n3 = —co.
n—+oo N n—-+o

Ainsi, d’apres les reégles de la limite de la somme, lim (% - n3> = -0
n—+oo
c. On sait que 1im e"=0et lim (3n) = +o00.

Ainsi, d’apres les regles dela hmlte de la somme, lim (e™" + 3n) =
n—+oo

1 1
d.Onsaitque lim — =0, lim — =0et lim n=+oo.
n—+oo N n—+oco N n—+oo

1 1
Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, lim (ﬁ + P + n) =400

1 n—-+oo
e.Onsaitque lim —n? = —oco0, lim — =0et lim 1=1.
n—+oo n—->+oo N n—+oo 1
Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, lim (—6n2 +1+ —) = -
n—-+oo
. n+ 1 1 n 1
f. Pour tout entier naturel non nul n, == + - =1 + —.Onsaitque lim — =0et lim 1=1.
n n—->+oo N n—-+oo

1
Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, hm ( : n) =1
n—>+4oo

Corrigé de l'exercice

1 1
g. D’une part, lim (2n + 1) = +o0. D’autre part, lim — =0dou lim (ﬁ + 2) =2.
n—+oo

n—+oo N n—+oo
Ainsi, d’apres les régles de calcul de la limite d’un produit, nEIII 2n+1) (l + 2) = +o00.
h.Ona lim 2 =0,dou lim <3 + 2) = 3. D’autre part, lim i =0dou lim (% — 2) = —2. Finalement, par produit
n—+oco N n—+oo n—+oo N2 n—+oo \ N
de limites, nlim <3 + %) (ni - 2) =3x(-2)=
i. Si l'on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit & une forme indéterminée, de type “co — o0”. Il faut donc
factoriser u,,. Pour tout entier n, u,, = \/_(1 —n?). Or, 11m \/— =+ooet 11m (1 —n?) = —c0. Ainsi, lim u, =

n—+oo
. 1 1
j- D’une part, lim e" = +o0. D’autre part, lim — =0dou lim (1 + —) =1
n—+o0o n—-+oco N n—>+oo n
en
Finalement, lim T =400
n—-+o0o 14 =
. 3 y 1 3 , . 5 o s 5 .
k. On a, lim = =0 d’ou lim <6+—2> = 6. D’autre part, lim = = 0 dou lim (——1) = —1. Finalement,
n—-+oo N n—-+oo n n—->+oo N n—-+oco \NnN
6+ —
2 6
lim " - =6
n—+oo -1
|
n
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3
1+ >
n:

3 3 1
l. D’'une part, lim = =0,dou lim (1 + —) = 1. Parailleurs, lim — = 0 par valeurs supérieures. Ainsi, lim
n—+oco N n—+oo n n—+co N n—+oo l

n2
+0o0. Il est également possible de remarquer que dans ce cas, pour nous n > 0, u,, = n? (1 + %) et utiliser les régles de calcul
sur un produit.
Corrigé de I'exercice[11]
m. Si l'on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit & une forme indéterminée, de type "oco — 00”. Il faut donc
factoriser u,,. Pour tout entier naturel n, u, = n(n —1). Or, lim n=+ocoet lim (n+1) = +oo. Ainsi, lim u, = +oo.

Vé—’ o) n—>+oo n—>+oo
n. D’une part, lim (1 — — ) = 1. D’autre part, lim (2 + —2> =2.
L. . .n—otoo n/ . n—+oo n
Ainsi, par limite du produit, lim u, =2
n—->+oo

2
o.D’une part, lim (3 +1/n) = +o0. D’autre part, lim (1 + E) = 1. Finalement, lim u, = +oo.
n—+oo

n—+oo n—+oo
9 : 9, 5 . . .
p. D’une part, lim (—2n? = —co0. D’autre part, lim —= = 0. Ainsi, lim u, = —co
i . n—+oo i n—-+oc0 N n—+oo
q. Pulsque hm (—1 —n)=—oo,0ona lim u, =0.
n—-+oo

r. D’une part, hm (3n + 1) = +o00. D’autre part, lim <ﬁ — 2) = —2. Ainsi, en utilisant la régle des limites sur les produits,
n->+oo
lim u, = —& (ne pas oublier la régle des signes).
n—->+oo
Corrigé de l'exercice

2
n3(3+—2—i) 34223
n -

) 33 +2n—->5 3 2 3
a. Pour tout entier naturel non nul #, = LA h h
2 —4n3 2 2
n(=5 -4 = -4
n n

. X . - 1 . 3n¥+2n->5 3
En appliquant les reégles de calcul classiques sur les limites, on en déduit que lim ———— = —-

n—+o 2 —4n3 4
1 1
n2+1 n2(1+ﬁ> 1+—2
b. Pour tout entier naturel non nul n, 13 = Tl n X n3
n (1 + —) 1+-
) n n
I+ . ... n?4+1
Or, lim =1let lim n = +4oo0. Ainsi, lim =400
n—+00 142 n—+o00 no+oc0 N+ 3
" 1 1
1—2n3 I’l3X<F—2) —3—2
c. Pour tout entier naturel non nul #n, = =n .
n? —3n3 1 1
"3 x (- - 3) 1.3
, n n
1-2n -2 2
Ainsi, lim ——— == — = =
n-+o0o N2 —3n3 -3 3
1
. 1— 6n* "(“6> 1 prialy
d. Pour tout entier naturel non nul n, = — X —.
5n6 +2n2 +1 T\ 2 5 2
_6 + m + %
1
e 1 . 1—6n*
Or, im ————— =——et lim — =0.Ainsi, lim ———
n—+o0o 5 2 1 5 n5+c0 N2 n-+co 516 +2n2 + 1
+ F + ﬁ
1 1
I’lz——4 n2X<1—$> 1 1__6
f. Pour tout entier naturel non nul n n - X n-
343 3 n 3
n3 x (1 + —3> 1+ -
n n
2_ 1

1 1 . 3 . Y
Or, lim — =0, lim - —) =1let lim (1 + —) = 1. Ainsi, lim — " -9
n—-+oco N n—+o0o né n—+oo n3 n-+o0 N3+3
Corrigé de l'exercice

a. Pour tout entier naturel n > 3,

Yyn—3+4yn+38 _ n—3—(n+38)

\/n—3+\/n+8 \/n—3+\/n+8

Vn-3-vn+8=Wn-3-1Vn+8)x

et donc

\/HT—\/Fz— 11

n—3+vyn+38
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Ainsi, lim (Wn—-3—-vn+8)=0.

n—-+oo
b. Attention a ne pas se lancer dans des calculs par pur automatisme, il ne s’agit pas ici d’'une forme indéterminée!

lim Yyn+2+4vY2n+5= +oco.
n—+oo
c. Pour tout entier naturel n,

3 1 Vn+l+yn+2 yn+1+Vn+2 Jn+l+yn+2
Vnsl—yn+2 n+il+yn+r2 @+DH-0+2) -1

Up

Or, lim (Wn+1+vn+2)=+oetdonc lim u, = —co.
no+oo . n—+co
Corrigé de I'exercice[14]

Pour tout entier naturel non nul n,

Vr2+3n—2+Vn2—n-1
Vrz+3n—2+Vn2—-n-1

u, =Vn2+3n—2-Vn2—n—-1x

En développant le numérateur, on a alors

n“+3n-2-(m-n—-1) 4n —1
Vr2+3n—-2+vVn2—n—-1 Vn2+3n-2+Vn2-n-1

u, =

On a en effet

3 2 3 2
P4+3n-2=Vmx\\/l+-—S=m/l+=-—-=
n n? n n?
et
1 1 1
VrZ—n—1=VmX,\|/l-=-—-—=m[l--—-—
n o n n o n
Ainsi

1

= = n
n\/1+§_£+\/1_l_i \/1+§-3+\/1-1-l
n n? n n? n n2 n n?

or, lim <4+%)=4, lim ( 1+%—3>=1et lim ( 1—1—i)=1.

n—+oo n—>+oo n2 n—+oo

Ainsi, lim (Vn2+3n—-2-Vn2-n-1)= =2
. > too ) .

Corrigé de I'exercice

Corrigé de I'exercice[16]

Corrigé de I'exercice[17]

Corrigé de I'exercice[18|

Corrigé de l'exercice
-0 2,2 2 _H_D
= a u2_6_2_£_21_7

6—1 5’
_ 5 5
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < u,, < 3 »

4
1+1

« Initialisation : Puisque uy = 1, on a bien 0 < uy < 3. P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Ainsi, 0 < u, < 3 En multipliant par —1, qui est négatif, on a donc
0> -u, > -3.
On ajoute 6 pour avoir 6 > 6 — u,, > 3. On applique alors la fonction inverse qui est décroissante sur ]0; +oo[. On a donc

1 . .3
3 < ™ < 3 Enfin, on multiplie par 9 pour obtenir 5 < ™

P(n + 1) est vraie.

3
< 3. Or, puisque 0 < 5> on abien0 < u,,; < 3.

» Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

. 1 . . L X 15k 1
Soitn € N.Onaa, = T Puisque a,, # 0, on peut appliquer la fonction inverse a cette égalité. On a alors == 3—u,.
—Yn n
- 1 3a, -1
Ainsi,u, =3 - — = ==&
an an
1 .. 1
Pour toutn € N,onaa, = -——. Ainsi, a,,;,; = -——.
3-uy 3=Up
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9 I 1 6— Un
Or, Uy, = m Ainsi a,q = L 9 9= 3u,"
6 —u,
6—3a"_1 6a, —(3a, —1)
Or, d’apres la question précédente, u,, = 3~ 1 Ainsi, a1 = I = n
»dapresiaq P e = T, Ak e = 3¢, -1  9a,-3x(3a,—1)
9—3X —
a, a,
3a,+1 a 3a,+1 1
Onadonc a, . = —= X 2 ="T1_ =q,+ .
n+l a, 3 3 nt 3
1 1 1 1
La suite (a,,) est donc arithmétique de raison r = 3 Son premier terme vaut ay = I =3-1-% On rappelle que si
—u, —
(a,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout entier naturel n, a,, = a, + rn. Dans notre cas, pour tout entier
n
natureln,a, = = + =
urel n, a, = 3 + 3
. . 3an -1 . . .
On sait que pour tout entier naturel n, u, = p . Ainsi, pour tout entier naturel n
n
1 n 3 1
W 3X(§+§>—1 B §+n—1 B 6><(l’l+§) B 61 + 3
n- [Ny ~ 3+42n  342n  3+2n
2 3 6

En utilisant les régles sur les calculs de limites, on aboutit & une forme indéterminée —.
[S]

3 3
n <6 + —) 6+ —
Or, pour tout entier naturel non nul n, u,, = LCVA n

6
Finalement, lim u, = = =3.
. g p—=+4o |
Corrigé de l'exercice
1

Onayvyy= ——= =
T up+2 " 2
. 1 1
Pour tout entier naturel n,onav, = —— etdonc v, = ———.
Uy, +2 Uy + 2
—-u, —4
Or, U, = un—-|-3 On remplace donc u,,,, par cette valeur. Ainsi,
n
N 1 B 1 3 1 B 1 1 u,+3
L y 2 T o—u,—4 2w, +3) —u,—4 2u,+6) —U,—4+2u,+6  u,+2  u,+2
u, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3
Ainsi,

_u,+3 1 u,+2

= — = =1
U, +2 u,+2 u,+2

Un+1 — Un

Finalement, pour tout entier naturel n, v,,; = 1 + v,,. La suite (v,) est arithmétique de raison 1.

. . 1
Pour tout entier naturel n, on a donc v,, = vy = n X 1 soitv,, = 5 + n.

1 1 1 1
Pour tout entier naturel n,onav, = JAinsi, — =u, +2etu, = — —-2= - 2.
U, +2 Uy, Uy, n+0.5
Par ailleurs, lim =0etdonc lim u, = -2.
., n—+00 n +0 n—+oo
Corrigé de 1exerc1ce
3u, —2
On considere la suite (u,) définie par u, = 2 et, pour tout entier naturel n, u,,,; = Zun T
w—
1 1 1
f est dérivable sur ]—oo; 5[ et ]5; +oo[. Pour tout réel x # >
32x—1)—2(3x—2 6x—3—6x+4 1
oy = 32X =D =206x-2) _ _ o
(2x —1)2 (2x —1)2 (2x —1)2

. . 1 1
f est donc strictement croissante sur ]—oo; —[ et ]—; +0o0
Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : « u, > 1 ».

« Initialisation : ug = 2 > 0. P(0) est vraie.
+ Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc u,, > 1. La fonction f étant strictement croissante sur [5; +oo[, on

1-2
adonc f(u,) > f(1). Or, f(u,) = Uy, et f(1) = ;iﬁ = 1. Ainsi, u,,, > 1. P(n + 1) est vraie.
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« Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

Puisque pour tout entier naturel n, u,, > 1, il en vient que u,, — 1 # 0 et la suite (v,) est donc bien définie.
Pour tout entier naturel n,

Upel — Up = ! __r 1 1 1 __ 1
mH T g — 1 un—1_3un—2_1 u, -1 3u,—2-Qu,—1 u,—1
2u, —1 2u, —1
Ainsi,
2u, —1 1 2u, —2 2w, —1)
Upoq — Uy, = - = = =2
eI T -1 u, -1 u,—1 u, —1

Finalement, pour tout entier naturel n, v,,; = 2 + v,,. La suite (v,) est donc arithmétique de raison 2 et de premier terme
1

1 . .
—— = 1. Ainsi, pour tout entier naturel n, v,, = 1 + 2n.

ug—1 2-1
Par ailleurs, v,, = ! etdoncu, = ! +1= !
T u, —1 "o, T 1+2n

n
On en déduit que lim u, =1.
N . -
Corrigé de lexerc1ce

U0:

+ 1.
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