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Fonction dérivée
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Introduction et définition

Remarque : Fonction dérivée 77
On voit donc que le signe du nombre dérivé est trés important pour étudier les variations d'une

fonction. Mais nous n'allons pas nous amuser a calculer le nombre dérivée en tous les points de

I'ensemble de définition car nous allons y passer trop temps.

Nous allons donc construire des fonctions qui a x associe le nombre dérivé de f en x.

On nommera cette fonction la fonction dérivée de f.

Définition : Fonction dérivable sur un intervalle

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.
Lorsque pour tout réel x appartenant a I, f est dérivable en x, on dit que f est dérivable sur I.

Définition : Fonction dérivée
La fonction qui associe a tout réel x appartenant a I son nombre dérivé f’(x) est appelée la fonction dérivée de f sur
I'intervalle I. Elle est notée f'.

Remarque : Attention

L’ensemble de définition de f n’est pas toujours le méme que I'ensemble de dérivabilité (ensemble de définition de f".
Un exemple sera traité dans la suite du cours.

Démonstration des dérivées des fonctions de référence

Méthode : Calculer la dérivée d'une fonction affine

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ax + b.
Calculer le nombre dérivé de f en x4 € R.

Propriété : Dérivée fonction affine

La fonction dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = ax + b est f'(x) = a

Fonction dérivée et variations de fonctions. 1


https://youtube.com/embed/8SZgj3mKX6M
https://youtube.com/embed/yTQFTPP3vH4
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Méthode : Calculer la dérivée de la fonction carré

On note f la fonction définie sur R par f(x) = x2.
Calculer le nombre dérivé de f en x4 € R.

Propriété : Dérivée fonction carré

La fonction dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = x? est f'(x) = 2x

Méthode : Calculer la dérivée de la fonction inverse

- 1
On note f la fonction définie sur R* par f(x) = e
Calculer le nombre dérivé de f en x5 € R*.

Propriété : Dérivée fonction inverse

1

. 1
La fonction dérivée de la fonction f définie sur R* par f(x) = p est f'(x) = -

Méthode : Calculer la dérivée d'une fonction affine

On note f la fonction définie sur R, par f(x) = +/x.
Calculer le nombre dérivé de f en x, € R*.

Fonction dérivée et variations de fonctions. 2
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https://youtube.com/embed/s-gVXyWn7oQ
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Propriété : Dérivée de la fonction racine carrée

La fonction dérivée de f, définie sur R, par f(x) = \/; est f'(x) = L

NE:

Remarque : Attention !!
Ici f'(x) existe sur R} alors que f existe sur Rt
Le domaine de définition de f et celui de f’ sont donc différents. Rappelez-vous, nous avons montré que la fonction

racine carrée n'était pas dérivable en 0, alors qu'elle est bien définie.

Méthode : Calculer la dérivée de la fonction valeur absolue

Soit f la fonction définie sur D = R par f : x — |x|. Est-elle dérivable sur D?

Remarque : Représentation graphique de la fonction valeur absolue :
Si on regarde la courbe représentative de la fonction f on voit qu’en 0, elle admet deux tangentes différentes. Elle ne

semble pas dérivable en 0
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Graphiquement, on observe qu’une fonction n'est pas dérivable pour une valeur, quand la courbe change brutalement
de direction, sans progressivité. Typiquement, quand la courbe "forme un angle”.

Fonction dérivée et variations de fonctions. 3
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Récapitulatif des dérivées des fonctions de référence

fonction définie et dérivable sur : fonction f fonction dérivée
définie par : f' définie par :
R f) =k f'(x)=0
R fx)=ax+b a 5 1";@
R f(x)=x" f1(x) = nx"! Bz vk
(n entier n > 1) ﬁ' la?
] = 00;0[ ou ]0; +oo[ f(x) = < f'(x) = -= T A
1 " Vidéo de cours
] — 00;0[ ou ]0; +oo[ flo) = P f’(x)——anrl
(n entier n > 1)
, 1
10; +o0[ fe)=+/x f'x)=—
2y/x

Méthode : Appliquer les premiéres formules des dérivées :

On note f la fonction définie sur R par f(x) = x°. Calculer f(x).

On note g la fonction définie sur R* par g(x) = = Calculer f'(x).

Exercices mathalea

Fonction dérivée et variations de fonctions. 4


https://link.dgpad.net/ye1Q
https://youtube.com/embed/23vyQhpKW_c
https://www.dropbox.com/scl/fi/yqsczysyz3snxq777ez7i/metho1.pdf?rlkey=j6q1qz5sxy9timdmlz80gosqo&dl=0
https://link.dgpad.net/KZtY
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fonction f définie fonction dérivée f :
par :

Produit d'une fonction par un réel k ku ku'
Somme u+v u' +v
Produit uxv u'v+uv

u u'v—uv

uotient (v # 0 sur I —

Q (v# ) 5 )

1 v
Inverse (v # 0 sur I - —-—=

(v# ) 5 2

Carré u? 2XUuXu
Puissance (n € N) u” nXxu"lxu
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Méthode : Calculer

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = (
Calculer f'(x).

la dérivée d'une fonction :

B Composées de fonctions
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Exercices mathalea

Définition : Composition de fonctions

Soit f une fonction définie sur un intervalle J et g une fonction définie sur un intervalle | tel que, pour tout réel x de |,

g(x) appartient a J.

La fonction composée de g suivie de f est la fonction h définie sur | par h(x)

x = g(x)

= x+L fe0)

x ——— f(g(x)

Fonction dérivée et variations de fonctions.

= f(g(x)).


https://youtube.com/embed/nBopAML9tsw
https://youtube.com/embed/oXDg5Uh__X4
https://youtube.com/embed/25mHfqXO8WU
https://www.dropbox.com/scl/fi/3td5pfpliy7dwevyov5x6/metho2.pdf?rlkey=4qddzwp89n51jnerizhodjbvp&dl=0
https://link.dgpad.net/wbNQ
https://coopmaths.fr/alea/?uuid=1a60f&id=1AN14-4&n=2&d=10&s=2&s2=false&cd=1&uuid=1a60f&id=1AN14-4&n=2&d=10&s=1&s2=false&cd=1&uuid=b32f2&id=1AN14-5&n=2&d=10&s=1&s2=false&cd=1&uuid=3391d&id=1AN14-6&n=3&d=10&s=false&cd=1&v=confeleve&v=eleve&title=Calculs de derivees&es=121100
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Remarque : Attention au domaine!
Il faut bien étre vigilant au domaines de définitions.
L'ensemble de départ correspond aux antécédents de la fonction g. Mais I'ensemble de départ de la fonction f est
I'ensemble des images de celui de g!!
Il faut donc s’assurer que les images de g soient des valeurs possibles pour réaliser la fonction f.

Exemple

Soit f la fonction définie sur J = [0; +oo[ par f(x) = ﬁ et g la fonction définie sur I = [§;+oo[ par g(x) = 2x — 5.

Alors la fonction h, composée de f suivie de g, est définie sur | car
x el
g f
= x>=
“2 X—2x—-5=X+— \/)_(
= 2x =5

Et on a, pour tout réel x de I,
—2x—-520

=g(x)>0 h(x) = f(g(x) = f(2x—5) =V2x -5

= gx)el

Théoréeme : Dérivée d'une fonction composée
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle J
et g une fonction affine définie sur un intervalle | par g(x) = ax+ b
ou a et b sont des réels tels que, pour tout réel x de l'intervalle I, g(x) appartient a I'intervalle J.

Alors la fonction h composée de g suivie de f est dérivable sur 1, et on a pour tout réel x de [,

h(x) = f(ax+b) < h'(x) =ax f'(ax+b)

Méthode : Calculer la dérivée d'une fonction :

Etudier la dérivabilité de la fonction h, définie sur [§;+oo[ par

h(x)=+v2x-5

Fonction dérivée et variations de fonctions. 6
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Théoréme : Théoréme fondamental :

Soit f une fonction dérivable et monotone sur un intervalle I de R.

« Si f est constante sur I, alors pour tout réel x appartenant a I, f'(x) = 0.

« Si f est croissante sur I, alors pour tout réel x appartenant a I, f'(x) > )
Vidéo de cours

0
« Si f est décroissante sur I, alors pour tout réel x appartenant a I, f'(x) < 0.

Remarque : Super pratique !

Le théoréme suivant, permet de déterminer les variations d'une fonction sur un intervalle suivant le signe de sa dérivée.

Théoreme : Réciproque
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R et f’ la dérivée de f sur IL.
o Si f' est nulle sur I, alors f est constante sur I.

o Si f’ est strictement positive sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle s'annule, alors f est
strictement croissante sur I.
o Si f' est strictement négative sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle s'annule, alors f est

strictement décroissante sur I.

Théoréme : Extrémum local
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et X, un réel appartenant a I.
+ Si f admet un extremum local en X, alors f'(x,) = 0.

« Si la dérivée f’ s'annule en x; en changeant de signe, alors f admet un extremum local en X,.

X a Xo b b a Xo b

F'® B 9 + e + 0 -

160 \ / Je / \

Remarque : On n'oublie pas le changement de signe!!

Dans la proposition 2. du théoréme précédent, I'hypothese en changeant de signe est importante.

Considérons la fonction cube définie sur R par f(x) = x3 qui a pour dérivée la fonction f’ y

définie sur R par f'(x) = 3x2.

f'(0) = 0 donc la dérivée s’annule bien mais pour tout réel x non nul, f'(x) > 0.

La fonction cube est strictement croissante sur R et n'admet pas d'extremum en 0, bien que 0 X

sa dérivée soit nulle en 0.

Remarque : Attention a la réciproque qui est fausse!

Une fonction peut admettre un extremum local en X, sans étre nécessairement dérivable.

Fonction dérivée et variations de fonctions. 7
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Considérons la fonction f définie sur R par f(x)=|x—1|+1.
f est une fonction affine par morceaux, f admet un minimum f(1) = 1 or f n'est pas dérivable

en 1.

S’évaluer

Synthese :

Méthode : Etude des variations d'une fonction :
En pratique, pour étudier les variations d'une fonction f dérivable sur son ensemble de définition D :
« On détermine la dérivée f’ de f;
+ On étudie le signe de ' sur Dy ;
+ On applique le théoreme 2 sur chacun des intervalles de Dy ou le signe de f” est constant;
o On dresse le tableau des variations en indiquant les extremums, s'il y a lieu et éventuellement les limites aux bornes

de son ensemble de définition.

2x24+3x+5

Etudier les variations de la fonction f définie par f(x) = po

sur R\{3}

Fonction dérivée et variations de fonctions. 8


https://link.dgpad.net/dAn2
https://youtube.com/embed/30XRMwLzEbM
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