GEOMETRIE

Les vecteurs
sans coordonnees

1. Introduction a la notion de Vecteurs :

RAPPELS :

En physique, on est amené a étudier les forces.

La Terre exerce par exemple une force gravitationnelle sur chaque masse
présente, sur et autour de la Terre.

Vous avez déja vu en physique, que pour matérialiser une telle force, on
utilise des vecteurs, schématisés par des fleches.

L’objet de ce cours est d’apporter des outils mathématiques et de la ri-
gueur autour de cette notion de vecteur utilisée par les physiciens.

M DEFINITION : Vecteur : Podcast
Un vecteur est un objet mathématique qui se définit par
® par une direction,
m par une longueur, qu’on appelle "norme" ou encore "module",

B par un sens.

NOTATION :

Pour symboliser un vecteur, on place une fleche horizontale vers la droite sur 1’objet.

il se lit « vecteur u », zﬁ se lit « vecteur AB ».

Pour le représenter graphiquement, on trace un segment fléché, dont la longueur détermine

la norme et I'extrémité de la fleche, le sens.

ILLUSTRATION :

i v - . N . . A
s _ il et ¥ ont méme direction, méme sens, mais pas méme norme.
i v - R — . . A
e s < f— il et ¥ ont méme direction, méme norme, mais pas méme sens.
/ﬁ' \5A u et ¥ ont méme norme, mais pas meéme direction.



il et U ont méme direction, méme sens et méme norme.

— > — il et ¥ ont méme norme, méme direction mais pas le méme sens.
il U

—p —p
il U

ATTENTION :
En mathématiques, deux personnes qui se croisent dans un couloir, en estimant que leur
trajectoire est rectiligne, portée par le méme axe (couloir), vont dans la méme direction.

Elles ne vont pas dans le méme sens.

NOTATION :

- . =
Pour noter la norme d’un vecteur i, on écrit H u H

REMARQUE :

Pour tout vecteur i/, on a H ? H est un réel positif ou nul, donc H 3 H >0

B PROPRIETE : Vecteurs égaux

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont méme direction, méme

norme et méme sens.

Podcast
Exemple
—> —p il et ¥ ont méme direction, méme sens et méme norme. On a donc il = .
il v

[T e)s]=NM Représenter des vecteurs égaux
Exercice d’application

Représenter deux vecteurs égaux au vec- \
teur if et au vecteur ¥ : 9

it

VOCABULAIRE :

On peut dire qu'un vecteur mesure un déplacement.

C’est a dire que AB représente le déplacement qui va du point A au point B.

Si AB = CD, cela veut dire que le déplacement de A a B, est le méme que celuide Ca D.
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Comme un vecteur mesure un déplacement, on peut

représenter le méme déplacement a plusieurs endroit.

Un déplacement n’est pas géolocalisé, il peut s’effec- :
tuer n’importe ot1 dans le plan. —p i
On peut donc tracer plusieurs "représentants” du i

méme vecteur sur la figure.

B DEFINITION : Vecteur nul :

AA représente donc le déplacement qui va du point A au point A!!
On note alors A4 = 0 eton I'appelle « vecteur nul ».

Un vecteur mesure un déplacement. Il ne peut donc pas étre égal a un réel.
AA-T7 foalit , 4
AA = 0 estune égalité entre deux vecteurs, c’est cohérent.

zﬁ = 0 est une égalité entre un vecteur et un réel, deux objets de nature différente.
C’est absurde.

B DEFINITION : Vecteurs opposés :

AB représente le déplacement qui va du point A au point B.

BA représente le déplacement qui va du point B au point A.

Ces deux déplacements sont opposés (méme norme, méme direction, mais sens opposé).
Onadonc: AB = —BA

Exemple
il et ¥ ont méme direction, méme norme,
mais pas méme sens. Ce sont des vecteurs opposés. —> +—
On écrit: il = —7 " ¢

B S’EVALUER : QCM 7°1

2. Translation vectorielle

Ploast
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B DEFINITION : Translation

On considere deux points A et B du plan. M
B h
On appelle translation qui transforme A en B \/
la transformation qui, a tout point M du plan, associe .
= _= ’
I'unique point M’ tel MM’ = AB M

VOCABULAIRE :
u Le point M’ est appelé image du point M.
m On dit également que M’ est le translaté de M.

[{T=1:e1»)=F M Construire I'image d’un point par une translation

Placer le point B image de A par la trans-
lation de vecteur i

Aﬁ/
. I’ 1:[
et le point D dont C est I'image par la ®
translation de vecteur 7. c

o,

REMARQUE :

La translation est une transformation qui sert 8 modéliser un déplacement rectiligne.

B PROPRIETE

On considere quatre points A, B, C et D. B 24
Dire que la translation qui transforme A en B transforme C N e

en D équivaut a dire que ABDC est un parallélogramme \,\’:
(éventuellement aplati). kg - h R

V PREUVE

La démonstration est proche de la prochaine propriété sur I'égalité du parallélogramme, page
suivante.

B S’EVALUER : QCM 7°2
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.3 Egalités de vecteurs :

B PROPRIETE : Propriété du milieu :
Al = IB si et seulement si I milieu de [AB] W
A I
REMARQUE :

Attention!!

La propriété :

"I milieu du segment [AB] <= IA = IB" est fausse. A B
Construisez un contre exemple sur la figure ci-contre.

B PROPRIETE : Propriété du parallélogramme :

Soit 4 points du plan.
ﬁ = C? si et seulement si ABDC est un parallélogramme.

REMAROUE : Attention a 1’ordre!

On observe bien que sur la figure que AB = CD donne le parallélogramme ABDC et non
pas le parallélogramme ABCD.

V PREUVE
zﬁ = CTS si et seulement si les vecteurs zﬁ et CT:S ont la méme direction, le méme sens et la

méme norme.
Ce qui se traduit par les droites (AB) et (CD) sont paralleles.
Le quadrilatéere ABDC est non croisé et AB = CD.

C’est-a-dire si et seulement si le quadrilatere ABDC est un parallélogramme.

T[Sk Construire un point a partir d’une égalité vectorielle

Exercice d’application
Construire le point D tel que CD = AB. B,
oA
C.
mathsguyon.fr 5
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B S’EVALUER : QCM 7°3

TAG XM Rédiger une démonstration a partir des égalités vectorielles.
Exercice d’application

ABCD et AFBD sont deux Er__.._
parallélogrammes. i

Démontrer que B est le milieu E

du segment [CF]

.
Correction

en vidéo

.4. Opérations avec les vecteurs

A. Somme de deux vecteurs

Y= isle)0)-M Construire la somme de deux vecteurs

Graphiquement, I’addition de deux vecteurs se fait en plagant ’origine du deuxiéme vecteur
a l'extrémité du premier.

La somme des deux vecteurs est alors représentée par le vecteur allant de l'origine du pre-
mier vecteur a I'extrémité du deuxiéme.

Exercice d’application

Construire le point B tel que AB =ii+7, "

le point D tel que CD =@ +Z,etle point i A '\
Etelqueﬁ:E+i w

[

s

=1
i
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B PROPRIETE : Propriété du parallélogramme

7

AC
Soit A, B, C, D quatre points. - (8
Dire que AD = AB+ AC équivaut a dire que A N

¢ 3

ABDC est un parallélogramme. B X

EAS
V PREUVE

On suppose que AD = AB + AC.
On utilise la relation de Chasles pour décomposer AD:AD = AC+CD = AB + AC.
On ajoute CA aux deux membres de I'égalité : CA+ AC+CD = AB+ AC + CA.
N SR —d
On utilise a nouveau la relation de Chasles avec CA + AC = 0 et AC+CA = 0.

Dong, la relation de départ est équivalente a : CD = AB et ABDC est un parallélogramme.

B PROPRIETE : Relation de Chasles

A
Pour tous points A, B et M du plan, 7\
on a l'égalité dite de Chasles : AM A
X (5 !
A7 + M8 = AB L \& O
i Le cours en vidéo
MB B

[T =M Appliquer la relation de Chasles :

1) 2) 3)

Ecrire le plus simplement possible :
1) BD + DA

2) BD + DB

3) BD + AD + BA

B S’EVALUER : QCM 1°4
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B. Différence de deux vecteurs.

[YI=isle)0)Al Construire la différence de deux vecteurs

Soustraire un vecteur, c¢’est additionner son opposé.

Exercice d’application
o

Construire le point B tel que AB = i — T,

—

et le point C tel que CA=—ii—7

Correction

AN

C. Multiplication d’un vecteur par un réel.

IS Construire un vecteur de type kil

Soit i un vecteur, et k un nombre réel, on note kii le vecteur :

o de méme direction que ii.

o de méme sens que ii si k > 0, et de sens contraire si k < 0.

o de longueur égale 4 la longueur de i multipliée par |k|.

Exercice d’application

Construire les point B et C tels que
AB = 2il et AC = —37

D. Régles de calcul avec les vecteurs :

Correction

SISaEE

A

REMAROUE : Les vecteurs respectent les mémes propriétés que nous connaissons sur les

nombres pour 1’addition, la soustraction et la multiplication par un réel.

B PROPRIETE

Sikﬁz?,alorskzOouﬁza.

B PROPRIETE

Si il et U sont deux vecteurs, et a et b deux nombres réels, alors

mathsguyon.fr
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Attention! Les propriétés calculatoires avec les vecteurs ressemblent beaucoup a celles que
’on connait avec les réels.

Mais restez vigilant, ce ne sont pas les mémes objets, et les vecteurs n’ont pas toujours les
mémes propriétés que les réels.

Par exemple, on a défini la multiplication d"un réel par un vecteur :kii avec k est un réel.
Mais on n’a pas défini ni le produit, ni le quotient de deux vecteurs, qui n’existe pas.

Sion a il = 27 il serait absurde d’écrire : = = 2.

Q=

On ne sait pas diviser par un vecteur!!

On définira ultérieurement, une opération (le produit scalaire) que 1’on assimilera a la mul-
tiplication, mais qui demande d’autres compétences, qui qui dépassent completement ce
cours.

On retient que pour les sommes et différences, et la distributivité, les propriétés des réels se
retrouvent pour les vecteurs.

Mais on ne va pas plus loin.

[TT=ale)o]=M Utiliser une égalité vectorielle pour placer un point

On donne le segment [AB] ci-contre.
On cherche a placer le point M tel que

MA +3MB= 0
1) Démontrer que :

AMA+3AE =10

2) En déduire la construction du point
M.

>e
oJe

B S’EVALUER : QCM 1°5
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.5. Vecteurs colinéaires.

B DEFINITION

On dit que les vecteurs ii et 7 sont colinéaires, s’ il existe un nombre réel k # 0 tel que 7 = kii.

REMARQUE:

Deux vecteurs sont colinéaires s’ils sont portés par des droites paralleles, s’ils ont la méme
direction.

IIs peuvent varier de norme et de sens.

Exemple
Dans la figure ci-contre, les vecteurs représentés ont

tous la méme direction. / /
. = w
Ils sont donc colinéaires. ’

o T=—1
o W=2i /ﬁ' A£/
o k= —3i

Montrer que deux vecteurs sont colinéaires
Soit if et ¥ qui vérifient 3if + 27 = 0.
Montrer que if et ¥ sont des vecteurs co-
linéaires.

B PROPRIETE

Trois points A, B et C du plan sont alignés si et seulement si AB et AC sont colinéaires.

P PREUVE Si les vecteurs AB et AC sont colinéaires, alors les deux droites (AB) et (AC)
seront paralleles.

Mais comme elles ont un point en commun, elles seront confondues, donc les points A, B et C
seront alignés.

B S’EVALUER : QCM 1°6
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