Lycée Bellevue LOIS DE PROBABILITE A DENSITE T ES-L

| DENSITE DE PROBABILITE ET LOI DE PROBABILITE

1 VARIABLE ALEATOIRE CONTINUE : (VIDEO 1)

Une variable aléatoire ne prenant qu'un nombre fini de valeurs de R estdite .....................

EXEMPLE 1

On lance deux dés a 6 faces non truqués.
Soit X la variable aléatoire qui vaut la somme des des deux dés.
X est clairement une variable aléatoire .................... puisque ses valeurs sont : X € {2;3;4;...; 12}

EXEMPLE 2

Soit Y la variable aléatoire qui mesure le temps d’attente par exemple a une caisse de supermarché. On
estime que le temps maximum est de 30 minutes.

Si on regroupe les réponses par minutes, on obtient un nombre fini de valeurs pour Y. En effet,
X €{0;1;2;3;4;...;30}

Si on souhaite étre plus précis, et prendre le temps exact d’attente, il est toujours possible de trouver une
valeur entre deux autres et ainsi la variable aléatoire Y peut prendre toutes les valeurs de I'intervalle [0;30].
Cettevariable ...............coocoiiiin.L

Une variable aléatoire pouvant prendre toute valeur d'un intervalle / de R estdite ......................

REMARQUE

Il n’y aura plus la possibilité de calculer des probabilités du type p(Y = k) car cela reviendrait a calculer par
exemple, la probabilité qu'une personne attende 12 minutes 14 secondes et 13 centiémes a la caisse. Cela

Avec les variables aléatoires continues, on calculera:p(Y <k) ou p(Y>k) ou plkysY<k)ouY est
définie sur un intervalle.

2 FONCTION DE DENSITE (VIDEO 2)

Soit I un intervalle de R. On appelle fonctionde ..................c.cooiiiin. sur [ toute fonction
f définie, ..................... <] R sur I telle que l'intégrale de f sur I soit égale a
EXEMPLE

Vérifions que la fonction f définie pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; 10] par
f(t) =0,003¢
est une fonction de densité de probabilité sur [0; 10].

— Lafonction f est dérivable sur [0;10] donc..............c........

— Onaaussi f(t) =0 sur [0;10]
3
X
— Une primitive de la fonction f est la fonction F définie sur sur [0;10] par F(t) = 0,0033 d’ou

10
f FUIAES e e
0

AInSi, feStUNE ..ttt e sur [0;1,5]
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3 LOI DE PROBABILITE (VIDEO 3)

Soit f une fonction de densité de probabilité sur un intervalle /.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi de probabilité de densité f sur I'intervalle I lorsque, pour
tout intervalle [a; b] inclus dans I, 1a probabilité de I'événement X € [a; b] est :

PXelab)=PasX<sb)=...cccvvveeivininn..

REMARQUE

P (a < X < b) estlamesure, en unités d’aire, de I'aire du domaine compris entre la courbe € représentative
de la fonction f, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b.

EXEMPLE :
On a représenté ci-dessous la courbe représentative d'une fonction de densité de probabilité définie sur
[0;1,5].

s ||
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0 ‘ N
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On observe sur cet exemple, que la fonction f prend des valeurs supérieures a 1 sur 'intervalle [0;1,5] : c’est
possible car f(x) n'est pas une probabilité, c’est ..............ooiiiiii it

PROPRIETES

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité de densité f sur un intervalle I.
Pour tous réels a et b appartenanta [

2. PlasX<sb)=Pla<Xsb)=PlasX<b)=Pa<X<b)
R e 0 7 ) I

4 ESPERANCE MATHEMATIQUE (VIDEO 4)

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité de densité f sur l'intervalle [a;b], alors
I'espérance mathématique de X est le réel

EXEMPLE

Calculons l'espérance mathématique de la variable aléatoire X mesurant la durée en minutes du
temps d’attente d’'un métro d’'une grande ville, dont la fonction de densité f est définie sur [0;10] par
f(t) =0,00372.
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Le temps d’attente moyen dun métrode ..............c.oevnenn.. 10 | .

Il LOI UNIFORME (VIDEO 5)

1 DEFINITION

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Dire qu’'une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur I'intervalle [a; b] signifie que sa densité de
probabilité est la fonction f définie sur [a; b] par f(f) =.....coeee oeent

REMARQUE

1
La fonction f définie sur [a; b] par f(t) = 3
-a

o festiiiiiniiiiiii <] N sur [a; b].

est une densité de probabilité sur [a; b] :

2 PROPRIETE

X est une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur l'intervalle [a; b].
Pour tout intervalle [c; d] inclus dans [a; b], P(c< X <d)=...ccccceev ..... .

# DEMONSTRATION

3 ESPERANCE MATHEMATIQUE (VIDEO 6)

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Lespérance mathématique d’'une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur 'intervalle [a; b] est
le réel
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N

3% DEMONSTRATION

Par définition :

EXEMPLE

Le temps d’attente T, en minutes, aupres du standard téléphonique du service apres vente d'une entreprise
suit la loi uniforme sur I'intervalle [0,5;9,5].

1. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit inférieur a 2 minutes?

2. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit supérieur a 3 minutes?

3. Quel est le temps d’attente moyen aupres du standard téléphonique?

Solution

La variable aléatoire T suit la loi uniforme sur l'intervalle [0,5;9,5], donc la densité de probabilité est la
fonction f définie sur [0,5;9,5] par f(f) =...cccevviee civiienian..

Le temps d’attente T, en minutes, aupres du standard téléphonique du service apres vente d'une entreprise
suit la loi uniforme sur I'intervalle [0,5;9,5].

1. La probabilité que le temps d’attente soit inférieur a 2 minutesest P(X <2) =.......cceve veviennnen..
2. La probabilité que le temps d’attente soit supérieur a 3 minutesest P(X=3) =.......cceev vvvviinneen..

3. Lespérance mathématiquede T est E(T) =......ccoveviniineennnnn.
Le temps d’attente moyen aupres du standard téléphonique estde.............. minutes.

Il LOI NORMALE

1 VERS UNE APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE

RAPPEL

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p notée 98(n; p).
Lespérance mathématique est E(X) =............ ..

0,050 +
0,045 4
0,040 4
0,035 +
0,030 +
0,025 4
0,020 4

0,015

0,010 +

0,005 + | |
e | 1 ! I I I !
5 60 70

50 5! 65

90

Loi binomiale de parameétres n =400 et p =0,2

95 100 105

o

75 80 85

La « courbe en cloche » est la courbe représentative de la fonctionde ...................
Quand 7 est de plus en plus grand, les aires des rectangles deviennent de plus en plus proches des aires
correspondantes limitées par la courbe représentant la fonctionde ...................
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2 LOI NORMALE CENTREE REDUITE

DEFINITION
Dire qu’'une variable aléatoire X suitla .................coociiiiiiiiii il notée A (0;1) signifie que
1 2
sa densité de probabilité est la fonction f définie sur R par f(x) = \/? ez
7

Cette fonction n’est pas a connaitre par cceur. Ouf!!
Elle est trop complexe pour qu’on puisse travailler avec. On utilisera la calculatrice ou des résultats de
cours pour tous les calculs.

COURBE REPRESENTATIVE

La courbe représentative de la densité [ est

ESPERANCE ET ECART-TYPE DE LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite .4 (0;1) ona:

PROPRIETE

La courbe de la fonction de densité de la loi normale
centrée réduite .4 (0;1) est symétrique par rapport a
I'axe des ordonnées, donc les mesures des aires égales
aux probabilités P(X <0) et P(X =0) sont égales,
douP(X<0)=P(X=0).

Comme P (X <0)+ P (X >0) =1, on en déduit que

1 : ; : ] ‘ ;
P(XSO)=P(X>0)=E 3 2 1 0 1 2 3

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite .4 (0;1) ona:

PX<0)=P(X=z0)=............ .

INTERVALLE ASSOCIE A UNE PROBABILITE DONNEE

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite A (0; 1)
alors:
P(-1,96<X<196)=........v. ...
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CALCULS

Il n’est pas possible de déterminer les primitives de la fonction de densité de la loi normale centrée réduite

A (0;1) al’aide de fonctions usuelles.
b1 2

On peut néanmoins calculer des valeurs approchées des intégrales f N e 2 dx par des méthodes
a b2

numériques, disponibles dans les calculatrices et permettant d’obtenir directement des valeurs approchées

de certaines probabilités liées a la loi normale.

Du fait de la symétrie de la courbe de la fonction de densité de la loi normale centrée réduite A (0;1), pour
calculer P (X < a) ou P (X = a), on peut utiliser la méthode suivante :

Probabilité P(X<a)aveca<0 P(X<a)aveca>0 P(X=a)aveca<0 P(X=a)aveca>0
Graphique

a<0 a>0 a<0 a>0
Calcul = | ceeeiiiiii i et etcae it e et PP PP .

3 LOI NORMALE

DEFINITION

Soit p un réel et o un réel strictement positif. Dire qu'une variable aléatoire X suit la loi normale

H suit laloi normale centrée réduite
o

d’espérance p et d’écart-type o, signifie que la variable aléatoire

N (0;1).
Onnote: X suitlaloinormale.......................

REMARQUES :

H R N ‘1z . R . . . 1
— Lavaleur n'est pas a connaitre. L'idée est de dire qu’a partir de la loi normale centrée et réduite, on

o
peut définir d’autres lois normales. Les allures de courbes restent les mémes (courbe en cloche). Selon
les valeurs des parameétres u et o la courbe sera plus ou moins décalée de 'origine, et plus ou moins
haute.

— Si X suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o alors savariance ............ .......... .

— Lespérance ............. de la loi normale
est un parametre de position : la courbe
représentative de la fonction de densité admet pour

T U de la loi normale est un
parametre de dispersion :............c.oiiiiiiiiianL , plus
les réalisations de X sont dispersées autour de u, et plus
la courbe est "étalée".
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INTERVALLES DE FLUCTUATION D’UNE LOI NORMALE

— P(U-0SXSU+O) X eiiiiiiaen e
— P(U-20 < XSPU+20) R iiiinaen e
— P(U-30<X<PU+30)®iiiinain e

Si la variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance p et d’écart-type o alors :

|
|
0 u-o M

Xelp—osu+o]

|
|
pto 0lu-20 u

Xe[p—20;u+20]

|
|
n+20 n-30 0 H

Xe[p-30;u+30]

LOI NORMALE ET CALCULATRICES

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance p et d’écart-type o. Les calculatrices

disposent de commandes permettant de calculer :

1. P(asX<bh)

2. Leréel ktelque P (X < k) =a avec a €]0;1]

Commandes spécifiques des calculatrices :

Sur TI

Sur Casio

Menu

distrib
puis sur la touche var

(G0 s (5] o] o)

Plas<sX<b)

normalFrep(a,b,u,0) ou normalCdf(a,b,u,o)
borninf : a; bornsup : b puis, renseigner u et o

normCD(a,b,U,}l)

Lower : a; Upper : b puis, renseigner o et p

PX<sk)=a

FracNormale(a,u,0) ou invNorm(a,,0)
aire : a puis, renseigner u et o

InvNormCD(«,0, )

Area : a puis, renseigner o et u

EXEMPLE

La variable X suit la loi normale .4 (125;20,25) d’espérance p = 125 et d’écart-type o = 4,5.
Les résultats seront arrondis 2 1073 pres.

1. Déterminer les probabilités suivantes :

P(122 < X <128);

P(X <120);

2. Déterminer le réel a tel que P (X < a) =0,871.

3. Déterminer le réel b tel que P (X = b) =0,02.

4. Déterminer un intervalle I de centre 125 tel que P (X € I) = 0,81.

P(X <129,5);

P(X =130,4);

Rédaction :

1. a) Alaide dela calculatrice on trouve P(122 < X <128) = ..ovvveeeenr v

b)

P(X <

<)

P(X <129,5)

Stéphane Guyon

120) =
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P(X =118,7).

125 129,5
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d) | 0,5
[
P(X 2 130,4) = it e e I
|
T |
A cesssssesses s e e e 125 13(),4
e) 05
[
P X = 118,7) = i e e e :
S [
- -
R ceeiereccces sosan |
2. Avecla calculatrice, P(X<a)=0,871poura=............ ....... e
3. La calculatrice permet de résoudre I'équation P (X < k) = a avec a €]0; 1[. Or
P X ZD) =i i S =0,98
Soit en utilisant la calculatrice b= .....................
4. Un intervalle I de centre 125 est de la forme [125 — a; 125 + a] ou a est un réel positif.
On cherche donc le réel atel que P (125-a < X <125+ a) =0,81.
|
La courbe de la fonction de densité de la loi normale A4 (125;4,5?) |
est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 125. [
On en déduit que : 9,5% : 9,5%
81%
P25—a< X <125+ @) = 0,81 <= oovveeeeeeee e = e \g | g/
|
— P(X<125-a)=.ccccciiivercvninnn. R 19320 125 125+a
Soit en utilisant la calculatrice 125—a =~ 119,102d'ota=............ ..... etl2b+a=..ccovvviiiiiniin..

Donc I = [119,102;130,898] (ou avec les bornes de I'intervalle arrondies & 107! pres, I =[119,1;130,9])
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