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| GRAPHES PREMIERES DEFINITIONS

1 INTRODUCTION
EXEMPLES :

Les schémas suivants s’appellent des .........

C A C E
B
E
A
E
E
D D
Graphe G Graphe G» Graphe Gs3

APPLICATIONS :

Les graphes sont tres utiles pour modéliser des connexions entre des éléments (plan de transports en
communs, réseau ferré entre villes,représenter un réseau d’ ordinateurs, tournois sportifs, ...).

OBSERVATIONS DE BASE :
Un graphe est constitué de .......... (lespoints A, B, ...)etd ................. quirelientces ..........

Un graphe peut étre construitavecdes ....... (GrapheGs),onparlealorsde................. , ou simplement
des segments (Graphe Gy).

Certains graphes possédent plusieurs arcs entre deux sommets (Graphe G, entre C et D).

Lobjet de ce cours est de définir rigoureusement ces objets et d’en déterminer des propriétés.
Les graphes sont trés pratique pour résoudre des problémes tres concrets.

2 DEFINITIONS ET PROPRIETES :

— On appelle graphe ............ un ensemble de points, appelés ......... , reliés par des lignes,
appelées .......
—L..... du grapheestle ......................
— Le...... d’'un sommet est le nombred’...... partant de ce sommet.
— Deux sommets reliés par une ..... sont ...........
%
ILLUSTRATION :
A (o
D
Graphe G

— Le graphe G, ci-dessusest ..........
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— Lessommet Aet Csontde ....... ,lesommet D estde ....... ,Lesommet Bestde ........
— Un graphe est dit ....... si deux sommets distincts sont joints par au plus une aréte et s’il est sans
boucle.
— Un graphe peut étre ....... , une aréte est alors appelée un .... Un arc est défini par un couple
................ de sommets.
— Un graphe ........ K, est un graphe simple d'ordre n = 1 dont tous les sommets sont
........................ )
D C w i :
E
D Graphes ....................
Graphe ....... Graphe ........
THEOREME
| I B de tous les sommets d'un graphe est égale & ....................cooeun..n. de ce

graphe; c’estdoncun .............

3% DEMONSTRATION

Lorsqu’'on additionne les degrés des sommets, une aréte est comptée deux fois, une fois pour chaque
extrémité.

Il CHAINES, CYCLES ; CONNEXITE

Les graphes sont souvent utilisés pour modéliser des problémes associés a des parcours ou a des
successions d’actions. Pour cela, on introduit la notion de chaine.

1 DEFINITIONS

/Soit G un graphe non orienté. \
— Une ....... est une liste finie et ordonnée de sommets ............
— La.......... de la chaine est le nombre d’arétes parcourue par cette chaine.
— Une ............... est une chaine dont toutes les arétes sont ..........

— Une chaineestun ..... si elle est composées d’arétes ................. et que l'origine et 'extrémité
— Un graphe est dit ........ s'il existe au moins une chaine ...................cociiiiiiL. de ce
_ graphe. Y,

EXEMPLES :

On donne le graphe G ci-dessous :
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— A-B-D-C-Bestune ........................

— A-D-C—-Bnlestpasun....... A et D ne sont pas consécutifs.

— A-B-D-Cestunechaine ....... de longueur ..

— A-B-D-C—-Aestun ..... de longueur ..

— Cegrapheest ........ , on peut relier tous les sommets entre-eux par une chaine.

— Le graphe ci-dessous .................. I (O ne peut pas étre relié aux autres par une chaine.

B

Se

2 CYCLE EULERIEN

DEFINITION
— Une chaine est dite ........... lorsqu’elle contient toutes les arétes du graphe, chacune prises
— Un ...ooeeennnt est une chaine eulérienne dont l'origine et 'extrémité .................

EXEMPLE :

Dans cette situation, la chdine: A—B—-D—-C ...............
EtA—-B—-D-C—-Aestun ...............

THEOREME D’EULER

— Un graphe connexe posseéde une chaine eulérienne si, et seulement si, le nombre de sommets de
degréimpair ..................

— Un graphe connexe admet un cycle eulérien si, et seulement si, tous ses sommets ....................

REMARQUE :

Si le nombre de sommets de degré impair est égal a 2, alors les deux sommets de degré impair sont

EXEMPLE 1 :

On donne le graphe G ci-dessous :

On calcule les degrés de chacun de ses sommets :
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Sommet | A| B | C | D

Degré
On observe que deux sommets ont ..................... Le graphe Gadmetdonc ........................
Une chaine eulérienne peutétre .......................
Ce graphe n"admetdonc pasde ...............
EXEMPLE 2 :
On donne le graphe G ci-dessous : A

E C
On calcule les degrés de chacun de ses sommets :

Sommet | A|B | C|D|E
Degré

Un .............. peutétre:...........oiiiiiiiiiiii

Il MATRICE D’AJACENCE D’UN GRAPHE

1 REPRESENTATION MATRICIELLE D’UN GRAPHE

Soit G un graphe d’ordre n dont les sommets sont numérotés de 1 a n.
La matrice d’adjacence de G est égale a la matrice carrée M = (m; j) de dimension n x n ot m;j est égal
au nombre d’arétes d’extrémités les sommets i et j.

EXEMPLE

1. On donne ce graphe G :

D

2. On construit un tableau avec le nombre d’arétes entte chaque sommet :

A B C D
A
B
C
D
3. On en déduit la matrice d’adjacence M =
Dans le cas d’'un graphe orienté, m;; est égal au ........................... le sommet i et
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EXEMPLE

1. Ondonne ce graphe G :

2. On construit un tableau avec le nombre d’arétes ayant pour origine un sommet qui rejoint un autre :

/A B C D

SO w»

3. Lamatrice d’adjacence du graphe orienté G est M =

REMARQUES :

1. La matrice d’adjacence d'un graphe non orienté est ............

2. Ladiagonale de la matrice d’adjacence d'un graphe simplene .....................

2 PROPRIETE

Soit G un graphe et M sa matrice d’adjacence, et 7 un entier positif.
Le coefficient situé a la i®™® ligne et a la j'®”® colonne de la matrice M" est égal

DISTANCE

Soit G un graphe; si x et y sont deux sommets de G, la distance de x a y est la longueur d'une plus courte
chaine de G reliant x a y.

EXEMPLE :
$2
01 0000
1 01000 $3 It
. 01 0110 T . 51
Soit M = la matrice d’adjacence du graphe G ci-contre
001011
001101
000110 5 -
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0
2
. . . 5 |0
A la calculatrice, on obtient la matrice M° = 1
1
0
On applique donc la propriété pour ......
Dya.coooeiiiiiiiiiiin.. quirelient s3a so :

N = = b O

N OO

[S2 BN & B e

Gl = 01 O =

THEORIE DES GRAPHES

[\SINS) IS BN \CHN \C R ]

T ES-L
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